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Chapitre 1

Résultats préliminaires et notations

1.1 Introduction et bibliographie.

Le présent ensemble de notes de cours, en deux chapitres I & II, ne représente qu'une partie de ’enseignement
dispensé sur le sujet & ’Université Pierre et Marie Curie (Paris VI). Il est conseillé de le compléter par la lecture
de tout ou partie des excellents ouvrages suivants.

Anderson, T. W. (1958). An Introduction to Multivariate Statistical Analysis. Wiley, New York.

Arnold, S. F. (1981). The Theory of Linear Models and Multivariate Analysis. Wiley, New York.

Johnson, N. L., Kotz, S. et Balakrishnan, N. (1995). Continuous Univariate Distributions. Vol. 1 et 2 (2nd.
Ed.), Wiley, New York.

Johnson, N. L., Kotz, S. et Kemp, A. W. (1992). Univariate Discrete Distributions. (2nd. Ed.) Wiley, New
York.

Johnson, R. A., et Wichern, D. W. (1998). Applied Multivariate Statistical Analysis. (4th. Ed.). Prentice
Hall, Upper Saddle River.

Kendall, M. G. et Stuart, A. (1973). The Advanced Theory of Statistics. Vol. 1 : Distribution Theory, Vol.
2 : Inference and Relationship, Vol. 3 : Design and Analysis, and Time-Series. Griffin, Londres.

Kshirsagar, A. M. (1972). Multivariate Analysis. Dekker, New York.

Mace, A. E. (1964). Sample Size Determination. Reinhold Publishing Corporation, New York.

Miller, R. G. Jr. (1981). Simultaneous Statistical Inference. (2nd. Ed). Springer, New York.

Muirhead, R. J. (1982). Aspects of Multivariate Statistical Theory. Wiley, New York.

Patel, J. K. et Read, C. B. (1996). Handbook of the Normal Distribution. Dekker, New York.

Rao, C. R. (1973). Linear Statistical Inference and Its Applications. (2nd. Ed.) Wiley, New York.

Rao, C. R. et Mithra, S. K. (1971). Generalized Inverse of Matrices and Its Applications. Wiley, New York.

Schefté, H. (1959). The Analysis of Variance. Wiley, New York.

Searle, S. R. (1971). Linear Models. Wiley, New York.

Seber, G. A. F. (1977). Linear Regression Analysis. Wiley, New York.

Srivastava, M. S. et Khatri, C. G. (1979). An Introduction to Multivariate Analysis. North Holland, Amster-
dam.

Timm, N. H. (2002). Applied Multivariate Analysis. Springer, New York.

1.2 Variables aléatoires, moments

1.2.1 Probabilités et variables aléatoires.

Dans ce qui suit, nous supposerons implicitement que les objets aléatoires considérés sont définis sur un
méme espace de probabilités (2, A,P), ou Q désigne un ensemble, dont les éléments sont interprétés comme des
événements élémentaires, et P une probabilité définie sur une tribu A d’événements probabilisables (identifiés
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6 CHAPITRE 1. RESULTATS PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

a des parties de ). Par définition, A est une sous-tribu de la tribu P(Q) des parties de 2. Nous rappelons la
signification de ce vocabulaire. Une t¢ribu de parties de €2 est est une partie de ’ensemble P(Q2) des parties de €,
caractérisé par les propriétés (i — 4 — ii4) suivantes. On note () ’ensemble vide. Si A, B € A et Ay, Aa,... € A,
alors

(1) QcAethecA;
(#4) AUBe A, ANBe A A—-Bec A,
(i) U, An € Aet (o, An € A

Ici, et dans la suite du présent exposé, nous notons oo pour +oo. Une sous-tribu de A est une tribu contenue
dans A.

Par convention, un événement quelconque est une partie A C 2, de €2, constitué d’une réunion d’événements
élémentaires. Le formalisme probabiliste suppose que la probabilité est initialement définie, seulement, sur une
partie restreinte A de P(2). Dans ce modele, on ne connait donc pas nécessairement la probabilité d’une partie
(ou événement) quelconque A C .

On dira que A € A est un événement mesurable ou probabilisable, et on notera P(A) sa probabilité. Par
définition, une probabilité P : A — [0, 1] est une application vérifiant les propriétés suivantes. Si A, B € A et
Aq, Ag, ... € A, alors

(P1)  P(Q)=1etP(0)=0;

(P2)  ACB=TP(A) <P(B);

(P3)  ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B);

(P4) A CAC...CAC...= IP( Uns1 A ) = limyy 00 P(Ap) ;
(P5)  AinA;j=0 Vi£j> 1¢P(un21 An) = Yo P(An).

Le cas particulier le plus important, pour ce qui concerne la suite de notre cours, est celui des lois de probabilité
de variables aléatoires a valeurs dans RP (ou dans un espace de dimension finie sur R), auquel cas Q2 = RP et A
est (au minimum) la tribu borélienne de RP. D’une maniére générale, la plus petite tribu de parties d’un espace
topologique 7', comprenant les ouverts et les fermés de cet espace, est appellée tribu borélienne (de parties) de
T. Cette définition a un sens, dans la mesure ol une intersection quelconque de tribus est toujours une tribu.
La tribu borélienne est donc la tribu intersection de toutes les tribus contenant les ouverts et les fermés. Ce
dernier ensemble n’est pas vide car il contient P(£2). Dans le cas ou 'espace de référence est 7 = RP, muni
de sa topologie usuelle, la tribu borélienne est notée B, (ou B lorsque la dimension de I’espace n’a pas besoin
d’étre spécifiée), et un élément B de B, est appellé partie borélienne de RP. Dans ce qui suit, nous supposerons
implicitement, et sauf mention du contraire, que l'espace de probabilité (€2, A, P) est tel que B, C A.

Nous ne nous étendrons pas ici sur les aspects généraux de la théorie de la mesure, qui permettent de prolonger
la définition d’une probabilité, initialement définie sur une tribu A d’événements, & une tribu plus étendue
A; O A, contenant la tribu originale A. Une telle extension, pour Q et A donnés, dépend naturellement de
P. De ce fait, si on considere plusieurs probabilités Py, Ps, ..., définies sur le méme couple (£2,.A), il est plus
commode de raisonner sur une méme tribu de base, plutot que sur celles qui correspondent aux extensions
ultimes de la mesure, pour chacune des probabilités considérées. Tout particulierement dans 1’étude de variables
aléatoires a valeurs dans 2 = RP, il sera, dans la plupart des applications utiles, suffisant de se limiter a des
propriétés caractérisées & partir de la tribu borélienne B, de RP. Une fonction f : R? — R sera alors dire
mesurable (pour Borel-mesurable) si, pour toute partie borélienne A € B de R, I'image réciproque de A par f,
soit f71(A) = {z € RP: f(x) € A} € B,, est une partie borélienne de R”.

Un vecteur aléatoire [v.a.] Z € RP (ou variable aléatoire a valeurs dans RP), défini sur un espace de probabilités
général (2, A,P), est constitué par une application Z : Q@ — Z(w) de & valeurs dans RP tel que, pour tout



1.2. VARIABLES ALEATOIRES, MOMENTS 7
B € By, I'événement défini par
{ZeB}=2Z"'B)={weQ: Z(w) € B}

appartienne a A, de sorte qu’on puisse en définir sa probabilité P(Z € B). La mesure borélienne M = My
induite sur (RP, B,) par les relations

BeB, »P(Z e B) = Mz (B) =P4(B),

est appellée loi ou loi de probabilité de Z € RP.

1.2.2 Fonctions de répartition, percentiles.

La loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle Z, (souvent désignée par la suite par £(Z) ou Lz, avec la

notation Z = L(Z), ou Z 4 L(Z), pour exprimer que Z suit la loi de probabilité £(Z)), est completement
caractérisée par la fonction de répartition de Z, définie, lorsque

Z
Z=|:|= [Zl Zp]/GRp
Zp
a pour coordonnées 7, ..., Z, dans la base canonique de R?, par
P
Fu(z,...,2) =P(Zy < 21y, Zy < 2) = z:z( (—oo,zi]) (1.2.1)

=1

Dans (1.2.1) et dans la suite de notre exposé, M’ désigne la matrice transposée de la matrice M.

Dans le cas particulier olt p = 1, Z est une variable aléatoire réelle [en abrégé, variable aléatoire, v.a. ou v.a.r.],
et sa fonction de répartition, sous sa version standard, continue & droite, soit

Fz(2) =P(Z < 2) = Lz((~00, 7)),

est alors une fonction de variable réelle, définie sur R = R U {—oc} U {oc}, et possédant les propriétés ca-
ractéristiques suivantes.

(Fl) Ve,yeR:z2<y=0<Fz(z) <Fz(y) <1;

(F.2) limgy o Fz(z)=0et lim; oo Fz(z) =1;

(F.3) Tz est continue a droite : Vz € R,

Fzi(2) =Fz(2+40) = lsiirole(z—Fe) =TFz(z2).

La propriété (F.2) (conséquence des propriétés de continuité denombrable (P.4 —5) de la probabilité) montre
que la définition de Fz sur R détermine les valeurs de Fz sur R =R N {—o00} N {oc}. On a, en effet,

Fz(—o0) =0 et Fz(oco)=1.

Les conditions (F.1-2-3) sont nécessaires et suffisantes pour caractériser la fonction de répartition d’une v.a.r.,
au sens que, réciproquement, toute fonction F; satisfaisant (F.1)—(F.2)—(F.3) est la fonction de répartition
d’une loi de probabilité sur R. Cette définition est rendue possible par l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

IP’Z(A):/AdIFZ(z), VAeB, (1.2.2)
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qui permet de donner un sens & Pz(A) pour tout A € B. La version régularisée a gauche (notée Fz_(z) ou
Fz(z —0)) de la fonction de répartition Fz(z) est définie pour tout z € R par

Fz_(2)=Fz(z—0)= lsig)l]FZ(z —e)=P(Z < z) <Fz(2). (1.2.3)

On observera que Fz_(z), définie par (1.2.3), est une fonction continue d gauche de z € R, c’est & dire, vérifiant
l'identité Fz_(z) = lim. o Fz_ (2 —¢) pour tout z € R. Le choix de 'une ou 'autre des versions Fz_(z) ou Fz(z)
comme forme standard de la fonction de répartition de Z, est une affaire d’habitude, relevant des conventions
et de l'usage le plus fréquent. Nous faisons ici usage de la notation, majoritairement utilisée dans la littérature
scientifique, consistant a utiliser, comme forme standard de la fonction de répartition de Z, sa version régularisée
a droite, donnée par la fonction Fz(z) =Fz(z +0) =P(Z < 2).

Définition 1.2.1. Pour tout x € R, on appelle percentile d’ordre x de la fonction de répartition Fy, tout nombre
Pz VErifiant les inégalités
Fz_(2) <p, <Fz(x). (1.2.4)

Exercice 1.2.1. 1°) Vérifier que les propriétés (P.1)—(P.3)—(P.4) impliquent (P.2)-(P.5).
2°) Montrer que (F.1)~(F.2)—(F.3) sont conséquences de (P.1)~(P.3)—(P.4).

Exercice 1.2.2. 1°) Montrer que, pour toute fonction de répartition Fz d’une loi de probabilité sur R, l’ensemble
Dr, ={z:Fz_(x) <Fz(x)} des points de discontinuité de F est, ou bien vide, fini ou dénombrable.

2°) En déduire que Fy est parfaitement définie par la donnée des valeurs de F () lorsque x varie dans l’ensemble
Cr, ={x:Fz_(z) =Fz(z)} des points de continuité de Fy.

1.2.3 Fonctions de quantile, médiane, quartiles.

Comme nous ’avons mentionné plus haut, la loi de probabilité d’une v.a.r Z, de fonction de répartition Fz, est
caractérisée par . Cette loi se caractérise, de maniere équivalente, par sa fonction de quantile. Cette derniere
fonction est définie sur (0, 1) par

Qz(s) =F5 (s) =inf{z : Fz(x) > s} =sup{z : Fz(z) < s},

(souvent aussi notée F~1(s) lorsque cette notation n’est pas ambigué). La fonction de quantile Qz(s) est toujours
définie en chaque valeur de s € (0,1) Nous notons (a,b) (plutét que ]a,b[ ) 'intervalle ouvert d’extrémités a, b
et adoptons des notations analogues pour les intervalles semi-ouverts. Pour donner un sens & Qz(1) et Qz(0),
il est commode de prolonger la fonction de quantile Qz aux extrémités de l'intervalle (0, 1), en posant

Qz(0) = lslil(}Q(s) = inf{z : Fz(z) > 0},
Qz(1) = 151%111@(3) =sup{z : Fz(z) < 1}.

Il importe, au passage, de noter que les valeurs correspondantes de Qz(0) et Qz(1) peuvent étre infinies.

Pour une valeur quelconque de a € (0,1), le nombre Qz(«) est appelé quantile d’ordre o de Z (ou de la loi
L(Z) de Z). De méme, le nombre Qz(1 — «) est appelé quantile supérieur d’ordre o de Z (ou de la loi £(Z) de
Z). D’une maniere générale, le quantile d’ordre o de Z n’est pas nécessairement unique. On adopte la définition
suivante (qui reprend la définition 1.2.1). Dans ce qui suit, on écrit a := b (ou b =: a) pour signifier que la valeur
de a est définie par celle de b.

Définition 1.2.2. Pour tout o € (0,1), on appelle quantile d’ordre o de Z tout nombre q, € R vérifiant les
inégalités
Qz(0) < 40 < Qz4(a) == Im Qza +2). (1.2.5)

Pour tout x € R, on appelle percentile d’ordre x de Z tout nombre p, € R vérifiant les inégalités

Fz_(z) < p, <Fz(x). (1.2.6)
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Pour tout a € (0, 1), les quantiles Qz(«) et Qz(1 — «) vérifient les relations
Qz(a) = inf{x:Fz(z) >a}=inf{x:1-Fz(z) <1-a}, (1.2.7)
Qz1—a) = inf{z:Fz(z)>1—a}=inf{z:1-Fz(z) <a}. (1.2.8)
Nous insistons sur le fait qu’avec les définitions adoptées ici, alors que la fonction F est continue a droite, c’est

a dire telle que Fz(z) = Fz(z 4+ 0) = lim. o Fz(z + ¢), la fonction de quantile Qz est, quant & elle, continue a
gauche c’est a dire telle que

Qz(s) =Qz_(s) =Qz(s—0) :EE)IQZ(S*E) (1.2.9)

11 est également important de constater que la version régularisée a droite Qz4(s) de la fonction de quantiles
Qz(s), vérifie, pour tout s € (0,1),

Qz4(s) =Qz(s+0) := lig)l@z(s +e)=inf{z:Fz(x) > s} =sup{z: Fz(x) < s}. (1.2.10)
1>t
Les inégalités suivantes se déduisent sans grande difficulté des définitions précédentes. On a, pour tout s € [0,1]
et z € R, en posant Qz4(0) = Qz(0) et Qz4(1) = Qz(1),
Fz-(Qz(s)) < Fz-(Qz+(s)) < s <Fz(Qz(s)) < Fz(Qz+(s)), (1.2.11)
Qz(Fz-(z)) < Qz(Fz(z)) <z < Qz4(Fz-(2)) < Qz+(Fz(2)). (1.2.12)
On en déduit la proposition suivante, qui compléte la Définition 1.2.2.

Proposition 1.2.1. Pour tout a € (0,1), un quantile d’ordre o de Z est un nombre quelconque q, vérifiant
les inégalités

Fz (ga) =P(Z < qa) < a <P(Z < qa) = Fz4(qa)- (1.2.13)
Pour tout x € R, un percentile d’ordre x de Z est un nombre quelconque p, € R, vérifiant les inégalités
Qz(pz) <7 < Qz4(px)- (1.2.14)

Preuve. Par application de (1.2.11)—(1.2.12).0

Comme cas particulier de (1.2.13), on constate que, pour une valeur quelconque de « € (0,1), le quantile
supérieur Qz(1 — a) d’ordre a (ou, de maniere équivalente, le quantile d’ordre 1 — ) de Z (ou de la loi £(Z)
de Z), vérifie les relations

Qz1l—a)=inf{z:1-TFz(x) <a}=inf{z:Fz(z) >1-a}.

Les quantiles d’ordre a pour les valeurs particulieres de o = 1/2, et « = 1/4 ou 3/4 jouent un réle particulier
en statistique, et sont appelés, respectivement, médiane et quartiles.

C’est ainsi qu’en spécialisant (1.2.13) au cas oit @ = 1/2, on appelle habituellement médiane de Z tout nombre
m tel que

P(Z<m)>1/2 et P(Z>m)>1/2. (1.2.15)
On constate que cette définition a un sens, et que tout nombre m vérifiant
Q2(1/2) < m < Qz4(1/2), (1.2.16)

est une valeur admissible (au sens de la définition (1.2.15)) de la médiane. Le choix standard de la médiane est
habituellement donné par
med(Z) = Qz(1/2), (1.2.17)

mais ceci est une affaire de conventions, car on pourrait tout aussi bien choisir @ z4(1/2). Le choix de Qz(1/2)
représente I'unique possibilité lorsque Qz est continue en 1/2. Lorsque Qz n’est pas continue en 1/2, il existe
plusieurs définitions alternatives possibles de la médiane de Z, la plus classique d’entre elles étant donnée par

med(2) = £ {Q2(1/2) + Q24 (1/2)}. (1.2.18)
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Exercice 1.2.3. On considére une v.a. binomiale X B(n, %), de loi de probabilité définie par
. (n
P(X=k)=2 "(k) pour k=0,...,n.
Préciser, en fonction de la parité de n = 2m oun = 2m + 1, les valeurs admissibles de la médiane de X .

1.2.4 Support et densité d’une loi de probabilité.

Le support de (la loi de probabilité) du vecteur aléatoire Z € RP est, par définition, ’ensemble de tous les points
x € RP, tels que tout voisinage V' de x ait une probabilité, £z (V), strictement positive, soit, telle que

Lz(V)=P(ZeV)>0.

On désigne le support de Z par supp(Z) ou supp £(Z). Avec ces notations, la probabilité que Z appartienne
a V est donc strictement positive pour tout choix du voisinage V' de x € supp(Z). Dans tous les cas, supp(Z)
constitue une partie fermée de RP.

Lorsque la loi de probabilité Mz de Z € RP est absoliment continue relativement a la mesure de Lebesgue A
sur RP (ce qui est noté Mz < A, et qui exprime le fait que A(4) = 0 = Lz(A) = 0 pour tout A € B), on
désigne par

f = fZ = d;\;lz’
la densité de Z relativement a A, dont 'existence est garantie par le théoreme de Radon-Nikodym. Elle vérifie,
par définition

Lz7(A)=P(ZeA) = /Afz(z)dz pour tout A € B.

La fonction f7 est définie de maniere unique sur R?, a une égalité prés sur un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle (soit presque partout, en abrégé p.p.). L'une quelconque parmi I'ensemble des densités possibles de Z est
appelée une version de la densité de Z. En particulier, lorsque fz existe, et lorsque la fonction de répartition
Fz(z1,...,2p) admet des dérivées partielles continues d’ordre suffisant, on a 'identité p.p. sur R?

9P
Zyeeer2py) = =————Fz(21,...,2p).
fa(z ») 0z1...0%p 221 )
On dit que la densité fz de Z est continue, s’il existe une version continue de cette densité. Cette derniere est
alors, nécessairement unique. On parlera alors de la densité de Z (par abus de langage). Dans ce dernier cas, le
support de Z s’identifie avec 'adhérence (topologique) de l'ensemble {z : fz(z) > 0}.

Exercice 1.2.4. On considere une v.a. X de loi discrete, définie par
P(X =z;)=p; pour j=1,...,N,

ot T1,...,xNn € R sont des réels distincts, et p1,...,pn des nombres tels que p; > 0 pour j = 1,...,N, et
p1+ ...+ pn = 1. Déterminer le support supp(X) de (la loi de) X.

1.2.5 Lois conditionnelles.

Nous nous limiterons a la donnée de notations minimales, pour ce qui concerne la description des lois condition-
nelles. Si Ay C A désigne une sous-tribu particuliere de la tribu A des événements probabilisables de €2, pour
tout événement probabilisable E € A, on note P(E|Ag) la probabilité conditionnelle de E sachant (la sous-tribu)
Ap. On note de méme P(E|Z) la probabilité de E sachant Z lorsque Z est une variable aléatoire (dans ce dernier
cas, A est la tribu engendrée par Z, c’est & dire la plus petite sous-tribu de A contenant 1’ensemble des Z~1(B)
pour B € B).
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1.2.6 Moments.

Soit X € R une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et de fonction de quantile Q. Le fait que
dIF définisse une mesure de Lebesgue-Stieltjes sur R permet de donner un sens a des intégrales de la forme

[ stz (1.2.19)
R

lorsque g(+) est une fonction mesurable positive ou nulle. Plus généralement, si g(-) est mesurable mais de signe
quelconque, Uintégale (1.2.19) a un sens (pour l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes), si et seulement si

[ la@)idE(@) < o. (1.2.20)

Dans ce dernier cas, la valeur de (1.2.19) est appelée espérance de g(X), et notée

E(g(X)) :/g(a:)d]F(a:). (1.2.21)

R
Les moments de X sont obtenus lorsque g(z) = 2" est une puissance de z. Ils jouent un réle théorique et pratique
important. En spécialisant (1.2.19)-(1.2.21) au cas ou g(x) = =z, on définit, sous réserve que E(|X|) < oo,
Iespérance de X par

p=rx =) = [ Z wdF(z) = /0 Qls)ds.

On observera, comme cas particulier de (1.2.19)—(1.2.20), que la premiere des deux intégrales ci-dessus a un
sens, en tant qu’intégrale de Lebesgue-Stieltjes, si et seulement si E(|X|) < co. On a donc 'équivalence

o0 oo

E(|X]|) :/ |z|dF(z) < oo <« E(X) :/ xdF(z) existe (dans R).

— 00 —o0
Cependant, dans le cas ou P(X > 0) = 1, la définition de E(X) a toujours un sens, mais cette fois-ci dans RU{o0},
en tant que nombre possiblement infini, c’est & dire, vérifiant E(X) € R U {oo}. D’une maniére générale, nous
dirons toutefois que E(X) eziste dans le seul cas ot E(X) € R, ce qui équivaut donc a E(|X|) < oc.

Lorsque E(X?) < oo (ce qui implique I'existence de u = E(X), voir la Proposition 1.2.2), on note
0* =0% = Var(X) =E ((X — p)?), (1.2.22)

le moment d’ordre 2 centré, appelé communément variance, de X. L’écart-type de X est, par définition, la racine
carrée 0 = ox = +/Var(X) > 0 de la variance 02 de X. Plus généralement, pour k € N, lorsque E(| X|*) < oo,
on définit le moment d’ordre k de X par

e = pxp = E(XF) = / *dF(z), k=1,2,..., et po=pxo=0, (1.2.23)

en faisant usage de la convention 0° = 1. Dans le cas particulier ot P(X > 0) = 1, on peut étendre cette
définition au moment d’ordre s € RT de X, pour s non nécessairement entier, en posant

Hs = HX,s = / r*dF (),
0

expression qui a toujours un sens, soit comme un nombre réel lorsque E(X®) = E(|X|?) < oo, soit comme oo,
lorsque E(X*®) = E(]X|*) = co. Dans tous les autres cas, correspondant & P(X > 0) < 1, le moment d’ordre s
de X ne peut avoir de sens que pour s € N, et ceci, sous réserve que E(] X|*) < oco.

On adoptera la notation particuliere
Vg = VX,S(X) = E(|X|S)7
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pour désigner le moment absolu d’ordre s € RT de |X|. Ce moment a toujours un sens comme nombre, fini
ou non, dans Rt U {cc}. Toutefois, comme mentionné plus haut, il est d’usage de dire que X a des moments
d’ordre s, ou encore que le moment absolu d’ordre s de X existe, dans le seul cas ou la valeur de E(|X|®) est
finie. Lorsque k € N est entier, on parlera de méme de 'existence de moments d’ordre k£ pour X pour exprimer
lexistence de E(|X|*) € R.

Les inégalités suivantes sont toujours satisfaites (que les valeurs de E (] X|") et E (]X|?) soient finies ou non).
VrseR: 1<r<s = E(X|DY" <E(X]))"". (1.2.24)
Les inégalités (1.2.24) se déduisent, de fagon générale de I'inégalité de convexité
¥ (E (X)) <E(¥(X)), (1.2.25)
vérifiée pour toute fonction convexe ¥, sous réserve que les membres de I'inégalité aient un sens. On observera

au passage que la fonction & — 2" n’est convexe sur Rt que si 7 > 1.

En appliquant la formule (1.2.24) pour r =4 € N et s = k € N, on obtient la proposition utile suivante.

Proposition 1.2.2. lorsque k € N est entier, [’existence de moments d’ordre k pour X implique ’existence de
tous les moments de X d’ordre j entier, positif ou nul et inférieur ou égal a k, c’est a dire, tel que 0 < j < k.

Soit k € N* = {1,2,...} un entier positif. L’existence de E(|X|*) implique (voir la Proposition 1.2.3) I'existence
de E(X*) pour £ = 1,...,k. Par conséquent, lorsque E(|X|*) < oo, en faisant usage des notations (1.2.23), et
en posant ugx = px. = E(XF) pour k> 1, = p1 = px1, et pio = pix,0 = 1, on peut définir le moment centré
d’ordre k de X par

k
My =Mx = pix—pr =E (X — p)¥) = Z (Y (=1)'pr—i p', Myp=0, My=1L1 (1.2.26)
i—0

2

Dans (1.2.26), nous nous sommes servis de la formule du binéme pour exprimer le moment centré d’ordre k,
M}, en fonction des moments non centrés d’ordre inférieur ou égal & k, {i; : 0 < j < k}. En développant de
méme la relation jp = E((X — p) + p)* par la formule du binome, on obtient I’expression réciproque de uy en
fonction de p et {M; : 0 < j <k} (rappelons que, selon (1.2.26), M; = 0 et My = 1), donnée par

k
pe =Y (5 My_ip', k=01,.... (1.2.27)
i=0
Lorsque 0 < o < oo (rappelons la notation (1.2.22) exprimant que o = y/var(X) ), on définit le moment centré
réduit d’ordre j de X par
M.
N=XNjx=— pour j=1,2..., et =1
; o

On notera au passage que le fait que o = 0 est équivalent au fait que la v.a. X est dégénérée, c’est a dire,
presque siirement constante. On a, en effet,

c=0 & PX=p)=1 avec pu=E(X).

On dira d’une v.a. qu’elle est non dégénérée, si elle n’est pas presque strement constante. Ceci est équivalent &
la propriété
VeeR, P(X=z)<l.
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Proposition 1.2.3. Pour tout k € N tel que les moments g, p1, ..., por. de X existent, on a

/1’0 /1’1 “ee Nk
H1 H2 o Mkl

det | . . . . >0, (1.2.28)
M Pe+1 0 M2k

Uinégalité étant stricte sauf, lorsque, pour k > 1, il existe un ensemble fini Fi, = {x1,...,xr} C R, formé de k
constantes, distinctes ou confondues, tel que P(Z € Fy,) = 1.

Preuve. Soit

Mo M1 Kk
M1 M2t Mk
M= | . . . R
Mi  Mk+1 o o0 Hok
la matrice de Hankel intervenant dans (1.2.28). Pour tout u = [ug - uk]/ € R*! ona
Mo - Mk Uuo
u'Muu = [uo Uk}
Hi - H2k] [Uk
ko k k o
= 3> i =E({ X wx} ) =0, (1.2.29)
i=0 j=0 i=0

ce qui montre que My, est une matrice positive (i.e., la matrice symétrique d’une forme quadratique positive),
et vérifie donc det(My) > 0 (car ses valeurs propres sont positives ou nulles). Plus précisément, on constate,
d’une part, que det M > 0 si M}, est définie positive, et, d’autre part, que det My = 0 si M}, est positive sans
étre définie. Or, par (1.2.29), ce dernier cas ne peut se produire que s’il existe des valeurs non toutes nulles de

ug, . . ., Ui telles que
k L2 k '
]E({ZuX} ) 0 — [P’(ZuiX’ - o) —1.
i=0 i=0

Cette derniere égalité implique qu’avec probabilité 1, X appartient a 'ensemble, composé au plus de k éléments,
des racines du polynoéme ug + u1x + ...+ upzk.0

1.2.7 Fonctions caractéristiques et génératrices.

La fonction caractéristique du vecteur aléatoire Z = [Z1 ... Zd]/ € R? (ou de la loi £(Z) de ce vecteur

aléatoire) est la fonction de u= [uy ... ud]/ € R? définie par
d
dz(0) = dz(ur, ... uq) = ]E(exp{iu’Z}) = E(exp {iZuij}). (1.2.30)
j=1

Ici, et dans la suite, on notera i = v/—1 € C le nombre complexe racine de —1, pour le distinguer de 7, utilisé
comme indice. L’utilisation des fonctions caractéristiques pour étudier les lois de probabilités est particulierement
commode, grace aux propriétés (1-2-3-4) suivantes. Pour leur démonstration, on consultera I'ouvrage suivant.

Lukacs, E. (1970). Characteristic Functions. 2nd. Ed. Griffin, Londres).
Dans la suite, on prendra garde & ne pas confondre les propriétés (1.2.31) et (1.2.32) ci-dessous.

(C.1)  La fonction ¢z(u), u € RY, détermine completement la loi £(Z) de Z € RY;
(C.2) SiZ €R?et Zy € RY sont indépendants, alors, Yu € R?,
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¢Z1+Z2 (u) =K (exp{iu’(Zl + ZQ)}) = (bZl (u)¢Z2 (u); (1231)

(C.3) Pour que Z; € RP et Zy € RY soient indépendants, il faut et il suffit que la fonction caractéristique
jointe de Z; et Z, vérifie, Vu; € RP et Yuy € RY,

bz,,2,(u1,u2) = E(exp{iu} Z; +iuyZ2}) = ¢z, (01) ¢z, (u2); (1.2.32)

(C4) Pour tout N € N, les conditions suivantes sont équivalentes, pour toute variable aléatoire Z € R
(voir Lukacs, E. (1970), op. Cit. Theorem 2.3.3, p.23).
(i) La v.a. Z possede des moments py, = E(Z*) d’ordre k, finis pour tout ¥ € N, 0 < k < 2N ;
(#4) La fonction caractéristique ¢z (u) de Z possede un développement limité

d’ordre 2N en 0, soit ¢z (u) = ZiN1 Sk uk + o(u?N), lorsque u — 0;
(ii7) De plus, dans ce dernier cas, on a ¢ = i*E(Z*) pour k=0, ...,2N.

Ces dernieres propriétés sont particulierement utiles pour le calcul des moments de Z. Sous réserve de conditions
générales de régularité (voir ci-dessus), on a donc

E(Z%) =i"% —¢(0). (1.2.33)

La fonction génératrice des moments de Z € RP est une version de la fonction caractéristique de Z, dont la
définition est étendue a une partie de CP. Elle est définie par

Vz(z) = E (exp{z'Z}), (1.2.34)

pour tout z € CP tel que le membre de droite de (1.2.34) ait un sens. Le domaine minimal de définition de la
fonction génératrice des moments 1z (z) est iRP. Il est d’ailleurs possible qu’il n’existe pas d’autres valeurs de
z oll Y z(z) soit défini que celles de la forme z = iu € iR? pour u € RP. Pour celles-ci, on a l'identité évidente
¢z (u) = Pz (iu), qui lie la fonction génératrice des moments ¢z & la fonction caractéristique ¢z de Z.

1.2.8 Coeflicients de Pearson.

Les coefficients de Pearson (1 et 82 d’une variable aléatoire réelle X non dégénérée sont définis, a partir des
moments centrés My, = E (X —E(X))*), k = 2,3,..., (avec 0 = v/M; > 0), de cette v.a., comme suit (sous
réserve d’existence de ces moments). On consultera, a cet effet, la p.85 de 'ouvrage

Kendall, M.G., et Stuart, A. (1969). The Advanced Theory of Statistics, Vol.1, Griffin, Londres).
On pose, sous réserve que o > 0 et que les moments correspondants (Ms ou My) soient définis,
2

M M M
Vb= (T; =Xs, Bi=—"2=X, fa= 7; = A4, (1.2.35)

en notant que cette définition autorise /81 & avoir un signe quelconque (celui de M3), par dérogation & I'usage
établi pour les radicaux, qui leur affecte habituellement une valeur positive ou nulle. Plus généralement, pour
k=0,1,2,..., on pose

MsM M
Bok+1 = % = A3Aok+3, Dok = ;:i; A2k+2; (1.2.36)
et en particulier
MsM M
B3 = 38 2 =X3hs, Bu= 7&? = Xe. (1.2.37)

Le coefficient 31 est appelé coefficient de dissymétrie (en anglais, skewness). Il est en effet nul pour les v.a.

symétriques autour de leurs moyennes, c’est a dire, telles que X — E(X) 2 —(X — E(X)). Le coefficient 9
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est appelé coefficient d’aplatissement (en anglais, kurtosis). On observera ici que ces appellations varient, dans
la mesure ol certains auteurs appellent coefficient de dissymétrie, /81 (avec les conventions ci-dessus), et
coefficient d’aplatissement, v = [ — 3. Il convient donc de préciser, dans chaque application, la définition
utilisée. Rappelons qu'une v.a.r. X est dite non dégénérée si elle n’est pas constante. Si X possede des moments
d’ordre 2, cette propriété est équivalente au fait que Var(X) > 0.

Proposition 1.2.4. Pour toute v.a.r. non dégénérée X ayant des moments d’ordre 4, les coefficients de Pearson
b1 et Bo sont bien définis, et vérifient l’inégalité

B2 —p1—12>0, (1.2.38)
cette inégalité étant stricte, sauf s’il eriste deux constantes x1,xo telles que
P(X € {z1,22}) = 1.

Preuve. L'existence de 31 et 33 n’a de sens que si 02 = My > 0, ce qui exclut les distributions dégénérées
(i.e. concentrées en un seul point). Sous I’hypothése que o2 = My > 0, on applique la Proposition 1.2.3 aux
moments centrés My = 1, My = 0, My, M3, My, pour obtenir que

1 0 M
det | 0 My M| =M;(By—p1—1)>0,
My Ms M,

I'inégalité étant stricte sauf lorsque le support de la loi de X est réduit a deux points, au plus. On en déduit
directement (1.2.38).0

1.2.9 Systeme de Pearson

Le statisticien britannique Karl Pearson (1857-1936) a introduit aux alentours de 1900 un systéme de lois de
probabilités, connu sous le nom de systéme de Pearson, et particulierement commode dans certaines applications.
On consultera a ce sujet :

Elderton, W.P. et Johnson, N.L. (1969). Systems of Frequency Curves. Cambridge University Press, Cam-
bridge.

Le systeme de Pearson comprend des distributions de variables aléatoires réelles X ayant une densité f relati-
vement a la mesure de Lebesgue sur R, un support défini par un intervalle [A, B] C R avec A < B, et vérifiant,
pour des constantes réelles a, by, by, by convenables, ’équation différentielle d’ordre 1

df _ (z—a)f

_—= 1.2.39
dr by + bix + box? ( )

Sous réserve que le support de la loi de X soit un intervalle [A4, B] (aux extrémités éventuellement infinies), et
que la densité f(x) de X soit telle que, pour un entier convenable N > 0, on ait

lim 2™ f(z) = lim 2™ f(z) =0 pour m=0,1,2,...,N + 2

z—A z—B
on peut alors intégrer sur [A, B], pour n = 0,..., N, les deux membres de I'identité (conséquence de (1.2.39))
2" (bo + biz + bex?)df (z) = (x — a) f(2)dz. (1.2.40)

Ceci permet d’obtenir, apres intégration par parties du premier membre de (1.2.40), la relation suivante liant
les moments ux = E(Xk), d’ordres k = n —1,n,n+ 1 de X (pour n = 0, la relation reste valable en posant
0 X bopi—1 = 0). On obtient ainsi, pour n =0,..., N,

nbopn—1 + {(n+ 1)b1 — a}p, + {(n+2)bs + 1} g1 = 0. (1.2.41)
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11 est intéressant d’écrire les équations (1.2.41) dans le cas de distributions sous forme centrée réduite, c’est a
dire telles que
p =E(X)=0 et po=My=0>=Var(X)=1.

dans ce cas, en posant p9 = s = 1 et p; = 0 dans (1.2.41) pour n =0, 1,2, 3, on aboutit au systéme

{b1 —a} =0
R R R (1 Y 242
3bp + {4by—a}Ms + {bb2a+1}My; =0
On constate, de plus, que
=0 et p=1 < a=b et by+3b2+1=0. (1.2.43)

Comme, lorsque ces conditions sont satisfaites, M3 = /31 et My = [35, il s’ensuit que, d’une maniere générale, les
coefficients a, by, b1, by de (1.2.39)—(1.2.40) sont parfaitement déterminés par 1, 02, \/B1 et B2, et réciproquement.
Par exemple, pour une loi centrée, avec p; = 0, on obtient les formules

av/Bi (B2 +3) o*(4B2 — 361) (282 — 31 — 6)

2(5682 — 66, —9)’ bo:—2(5@_6/81 —9)’ by = 203 65, _9) (1.2.44)

a:blz—

qui permettent de déterminer f, et donc la loi de X, & partir de p, o2 et des coefficients de Pearson /31
et Ps. L’application statistique de cette méthode consiste a évaluer une forme approximative de cette loi a
partir des estimations fournies par la méthode des moments. Ayant observé un échantillon X1, ..., X,, de taille
n > 4, et composé d’observations non toutes identiques (pour éviter tout probleme de dégénérescence), on évalue
successivement les moments empiriques et les coefficients de Pearson empiriques, par

n

= 1 _ 1 — a2~ 1 -
H1:X:E X, UZ{gZ(Xi*X)Q} ) Mk:*Z(Xi*X)k,
=1 =1 =1
~ M, . 2 - I
hr==5 P=— P=—

Ceci permet d’obtenir, apres remplacement de +/B1 et (o par \/E et 32 dans (1.2.44), des valeurs estimées
de a,bo, b1, bo permettant, apres intégration de la version de 1’équation (1.2.39) correspondante, une estimation
de la loi de (X — p1)/0. Cette méthode est d’une application délicate a cause, notamment, de l'instabilité des
estimations de v/ et B2 en présence de valeurs aberrantes [on désigne ainsi des observations parmi X7,..., X,
qui n’appartiennent pas & la loi de ’échantillon]. De telles valeurs aberrantes sont fréquemment rencontrées dans
la pratique statistique, et notamment lorsque se produisent des erreurs dans le recueil des données. Dans le cas
présent, une seule valeur aberrante située au dela des valeurs extrémes enegendrées par les autres observations,
peut suffire parfois & fausser profondément les estimations M3 et M, des moments supérieurs M3 et My. Les
estimations correspondantes perdent alors toute utilité statistique. Cependant, et malgré ses défauts, la méthode
de Pearson est a recommander systématiquement dans le cadre d’une analyse exploratoire des données, ayant
pour but, entre autres, de se faire une idée des modeles probabilistes devant étre utilisée dans la description des
observations.

Il est parfois intéressant de mesurer la dissymétrie d’une loi de probabilité par d’autres indicateurs que B; ou
v/B1. Pour une loi de densité f sur R, on définit le mode de f (lorsque cette définition a un sens) par la relation

mode = argmax(f).

D’une maniere générale, on note argmax(f) (resp. argmin(f)) toute valeur de x (si elle existe) telle que f(x) =
sup,cg f(t) (resp. f(x) = infier f(2)).
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Une autre définition du coefficient de dissymétrie (en anglais skewness) de Pearson (& ne pas confondre avec
V/By ou B1, qui relévent aussi de cette appellation) est donnée par le rapport

moyenne — mode

[Sk]1 =

g

Un autre indicateur de dissymétrie (voir p.85 dans : Kendall, M. G. et Stuart, A. (1969). The Advanced Theory
of Statistics. Vol.1) est donné par 1’expression

moyenne — médiane
[Sk]y = .

o
Il est intéressant de constater que, pour les lois du systeme de Pearson, on a 'identité

VB1 (B2 +3)

Sk = S8, —6m —9)

On utilise tantot [Sk]y ou [Sk|a, tantdt 4/F1 ou By sous 'appellation ambigué de coefficient de dissymétrie, et
il convient de ne pas confondre ces différents coefficients, en précisant le vocabulaire utilisé dans chaque cas.

Exercice 1.2.5. Une variable aléatoire X € N a valeurs entiéres, positives ou nulles, suit une loi de Poisson
Po(\) de paramétre A > 0 (ce qui est noté X < Po())), si (avec la convention 0° = 1),

Aee—A
P(X = k)= "

pour k=0,1,.... (1.2.45)

1°) Déterminer 'expression, en fonction de u € R et A, de la fonction caractéristique ¢x (u) = E(exp(iuX)) de
X. En déduire que les premiers moments j, = E(X*), et les moments centrés My, = E((X — E(X))*) d’ordre
k de X sont donnés par

po=1, =X M=\ M=\ M =32+ (1.2.46)

2°) En déduire 'ezpression des coefficients de Pearson (1 et By en fonction de A. Montrer que, lorsque X\ > 0
varie dans RT* | le couple (B1, B2) parcourt la demi-droite ouverte d’équation

Po—pP1—3=0, B1>0. (1.2.47)

On trouvera la solution de cet exercice, ainsi que davantage de détails sur la loi de Poisson dans la référence
(voir p.157)

Johnson, N. L., Kotz, S. et Kemp, A. W. (1992). Univariate Discrete Distributions. John Wiley & Sons,
New York.

Exercice 1.2.6. Une variable aléatoire réelle X est dite suivre une loi gamma standard T'(r) (ou T'(r,1)), ce

qui est noté X 4 I'(r) (ou X < I'(r,1)), si, pour v > 0, la densité fx(x) est donnée par

xr—le—w

fx(z) = T P x>0, (1.2.48)

= 0 pour z<0.
1°) Montrer que, pour tout p > 0, le moment d’ordre p de X est défini par

L(r+p)

R (1.2.49)

Hp = E(Xp) =

En déduire Uexpression de 1, jio, s, pta en fonction de r > 0.
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2°) Montrer que les coefficients de Pearson /1 et By de X £ L(r) sont donnés par
2 6
=— et =34+ - 1.2.50
VB VI B2 =3+ - ( )

En déduire que, lorsque m > 0 varie dans RY* le couple (81, B2) parcourt la demi-droite ouverte d’équation

—361-3=0, Bi>0. (1.2.51)

3°) Une variable aléatoire réelle Y est dite suivre une loi exponentielle E(X), ce qui est noté X < E(X), si, pour
A >0, la densité fy(y) est donnée par

fr(y) = e pour y>0, (1.2.52)
= 0 pour y<O0.

Montrer que les coefficients de Pearson d’une loi exponentielle sont donnés par

VBi=2, Bi=4, B=09. (1.2.53)

On trouvera la solution de cet exercice, ainsi que davantage de détails sur les lois gamma et exponentielles dans
la référence (voir p.338)

Johnson, N. L., Kotz, S. et Balakrishnan, N. (1994). Continuous Univariate Distributions. 2nd. Ed., John
Wiley & Sons, New York.

1.3 Mesure empirique et échantillonnage.

1.3.1 Echantillons aléatoires.

Une suite Zi,...,Z, de répliques indépendantes de méme loi qu'un vecteur aléatoire Z € RP est appelé
échantillon (aléatoire) de taille n de Z (ou de la loi £(Z)). On lui associe la mesure empirique (ou loi de
probabilité empirique) définie par

P,(A)=n"'#{Z;c A:1<i<n} pour AE€DB,. (1.3.1)

Ici, #F désigne la cardinalité de E (le nombre d’éléments de E, lorsque E est fini). La mesure empirique affecte
une masse 1/n a chacune des n observations Z1, ..., Z,.

Conditionnellement & I’échantillon Z1,. .., Z,, la mesure empirique définit une loi de probabilité, notée L, (Z2),
sur R%. On peut donc lui associer tous les éléments caractéristiques correspondants (moments, fonction de
répartition, fonction de quantiles,. .. ), qui sont alors qualifiés d’empiriques.

Le méme principe s’applique aux parametres d’une distribution. Un parametre § € RP est une fonctionnelle
0 = O(L(Z)) de L(Z), qui détermine, partiellement ou complétement, £(Z). L’ estimateur empirique 0,, de 6
(lorsqu’il existe) est défini par le remplacement formel de £(Z) par L, (Z), de sorte que

La statistique repose sur le principe général que, sous certaines réserves et conditions, ’estimateur 6,, de 6
converge vers 6 lorsque n — oo. Quand on parle, ici, de convergence, il faut entendre, selon I'un des modes
de convergence que définit le calcul des probabilités. Le plus utile d’entre eux, en statistique, est celui de la
convergence en probabilité. Celle-ci se produit si et seulement si, pour tout € > 0, on a

lim P(|0, — 6] > ¢) =0,

n— oo
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ol | - | désigne la norme (euclidienne) usuelle sur RP. L’estimateur empirique 0, de 0 (lorsqu’il existe) n’est pas
toujours le plus intéressant du point de vue statistique. Il a, par contre, I'intérét d’étre généralement facile &
construire, et possédant une vitesse de convergence bien souvent optimale, a une constante multiplicative pres.

Par exemple, lorsque Xi,..., X, est un échantillon aléatoire de taille n d’une variable aléatoire réelle X, on
définit sa fonction de répartition empirique par

1 < _ ,
F,(z):= - Zl Mix,<ey =1 X, <2z:1<i<n} pour z€R, (1.3.2)
i—
ou II4 désigne la fonction indicatrice de A (égale & 1 si A a lieu, et & 0, autrement). Les moments empiriques
de cet échantillon sont alors définis, pour £k =0,1,2,..., par
1 ok
ik = ﬁ;Xi = [mx dF,(z). (1.3.3)
Le plus important parmi ces moments empiriques est la moyenne empirique, définie par
1 n
X:ﬁ:ﬁlzﬁz;Xi. (1.3.4)
=

Les moments empiriques centrés sont définis, de méme, par

n

M=t 3 (XZ- —Y)k. (1.3.5)

n-
=1

Le plus important d’entre eux est la variance empirique, notée

o 1L =2
azzoizﬁZ(Xi—)Q =iy — 2. (1.3.6)

i=1
Comme les moments empiriques sont les moments d’une loi de probabilité, ils satisfont les propriétés générales
correspondantes. Par exemple, si on note les moments de Pearson empiriques par

M2 =~ M,
pr = Tg) et f2=—r, (1.3.7)
o o
on a (de méme qu’en (1.2.38))
Ba—p1—12>0. (1.3.8)
On notera, toutefois, que (1.3.7) n’a de sens que pour n > 2, et sous réserve de l'existence de deux observations
X, # X distinctes parmi X3, ..., X,, (autrement, on aurait o = 0).

On constate facilement que, sous réserve d’existence des moments apparaissant dans les membres de droite
ci-dessous,

B = Y E(X) = m, (1.3.9)

B = ;{ZMEH > E(X»E(Xj)}

1<iZj<n
- L npg + (0% —n)p? p = p? + 0—2 (1.3.10)
n? n’
~ ~ ~ n—1
E(@?) = E(u) —E(@?) = o2 (1.3.11)

n
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Cette derniere relation meéne & introduire, pour n > 2, un estimateur sans biais de la variance o2. Celui-ci est,
habituellement, noté s ou 62 (par opposition & 2), et défini par

n

2~ N o 1 (__*)2
S—U.—n_la—n_liz:; X;—X) . (1.3.12)

Toutefois, alors que &2 est défini pour tout n > 1, s2 n’a de sens que pour n > 2. Dans ce dernier cas, s> définit

un estimateur sans biais de o2, puisqu’il vérifie E(s?) = o2.

D’une maniere générale, on a les relations suivantes, exprimant les moments croisés des moments empiriques.

E(figfie) = ;{ZE(XZ“‘Z)Jr > E(Xf)E(Xf)}

1<i#j<n
1
= [kfe + E{NHZ - ,ukue}, (1.3.13)
de sorte que
PN 1
Cov(fix, fie) = E{Mme - Mk,ue}~ (1.3.14)

Le théoréme central limite [CLT] permet d’établir que, sous réserve d’existence de moments finis d’ordre 2d de
X, on a la convergence en loi, lorsque n — oo,

f1 — pa 0 p2 — pii coo o dgl — Hifd
NI S VA R : : . (1.3.15)
fta — [4d 0 Pdt1 — ffd  ---  H2d — p3

On se réferera a la définition 3.2.2 (dans la suite de ce texte), pour la description des lois normales multivariées
utilisées dans le membre de droite de (1.3.15). Le calcul des moments des moments empiriques centrés d’ordre
k > 2 est, en général, plus délicat (voir p. 230 dans Kendall, M. G. et Stuart, A. (1969). The Advanced Theory
of Statistics. Vol. 1, 3°™¢ ed.). On obtient que, lorsque n — 0o,

E(My) = Mg+ o(n'/?), (1.3.16)
— 1
Cov(My, My) = n{MkJrZ — MM + klo®Mj,_1 My_q
—kMj, 1 Myyq — EMg_leH} +o(n™h). (1.3.17)

11 est intéressant d’évaluer la covariance Cov(f, ]\/Zk) On obtient que (voir p.231 et p.243 dans Kendall, M. G.
et Stuart, A. (1969)), lorsque n — oo,

n

= 1 _
COV(ILLk,Mg) = {Mk+g — MM, — EM]H_lMg_l} + O(TL 1). (1318)

Exercice 1.3.1. Soit un échantillon X1, ..., X, d’observations, d’effectif n > 2, et composé au moins de 2
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observations distinctes. On pose (avec ¢ >0 et s >0)

1 PO — 1 -
X:E;nX,-, UQ:ﬁZ(X,-—X)g, s? = Z(Xi—X)Q,

i=1 i=1
- 18 5 —~
Mk:*Z(Xz—Y) , pour k:172a--'7 et Mo =1,
n
=1
—~ ]/\4'\2 ~ M4 ~ ]/W\g P ]/\4\4
51:6.\7(‘537 /82 s 51:?6:3’ 52:?

1°) Justifier les inégalités 32 — 31 —1>0 et 31 — 1 > 0. Est-il possible d’avoir ’égalité 32 — 3\1 —1=0°?
L’inégalité By — f1 — 1 > 0 est elle nécessairement satisfaite ?

2°) On suppose que n = 2. Déterminer 61 et 62 En général, pour n > 2 fixé, est-ce que 51 et 52 peuvent prendre
des valeurs arbitraires dans le plan de Pearson, caractérisé par 52 — ﬂl —1>0et 61 —-1>0°¢

1.3.2 Quelques théorémes limites du calcul des probabilités.

La statistique des échantillons aléatoires repose sur un ensemble de théorémes limites du calcul des probabilités.
Nous en rappelons quelques uns parmi les plus utiles.

La loi des grands nombres [LLN] (pour ”law of large numbers”) est due, sous sa forme presque siire, & Kolmogorov
(1928). On consultera, par exemple, a ce sujet, le livre :

Révész, P. (1968). The Laws of Large Numbers. Academic Press, New York.

Sous sa forme de base, la LLN exprime que si X = X3, Xs,... est une suite de v.a.r. indépendantes de méme
loi, et si S, = X1 + ...+ X,, alors, lexistence d’une constante c telle que, lorsque n — oo,

n 1S, = ¢ ps.,

est équivalente au fait que E(|X|) < oo, avec ¢ = pu = E(X).

Rappelons que p.s. est abrégé de presque sirement (ou de presque sir), qui exprime ici que la convergence
de n71S, vers u = E(X) a lieu avec probabilité 1. La convergence presque sire implique la convergence en
probabilité. Cette derniere apparait, quant a elle, dans la loi faible des grands nombres (initialement découverte
par Bernoulli en 1713). Celle-ci exprime que, pour tout £ > 0 fixé, lorsque n — oo,

P (|n_15n — ,u| > 5) — 0.

Comme application statistique de ces résultats, on déduit de la LLN la convergence, p.s. lorsque n — oo, des
moments empiriques vers les moments exacts sous réserve d’existence de ces derniers. En particulier, lorsque la
taille n d’un échantillon croit indéfiniment, on a les convergences p.s. des estimateurs définis en (1.3.4)—(1.3.6)—
(1.3.12), soit
O—p, 02—=0% et 20

La vitesse de convergence dans la LLN est fournie par le théoréme central limite [CLT] (pour ”central limit
theorem”). Ce dernier exprime, dans sa version de base, que, sous réserve d’existence (et de non-dégénerescence)
de 0 < 02 = Var(X) < oo, on a, pour tout = € R, lorsque n — 0o, la convergence

Sp —np 1 R
— T < = = — .
IED( I 7ac) d(x) m/_ooe dt

Cette propriété est équivalente a la convergence en loi

Sn—np 4
- _—_©— 5 N(0,1
ov/n = N, 1),
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ou N(0,1) désigne la loi normale standard (voir le §3.1 pour les définitions et notations appropriées).

La convergence asymptotique des sommes partielles S,,, dans une échelle convenable, vers la loi normale, est
caractérisée par le théoreme de Lindeberg-Feller. On consultera, par exemple, pour un exposé détaillé de cette
théorie, le livre :

Chow, Y. S. et Teicher, H. (1988). Probability Theory. Springer, New York.

Des théoremes comme le CLT peuvent étre utilisés sans modification en remplagant des parametres inconnus par
des estimateurs convergents (en probabilité) de ces derniers. Pour cela, le théoréme (ou lemme) de Slutsky (voir
Chow et Teicher, op. cit., p.254) s’avere étre particulierement commode. Sous une forme générale, ce résultat

exprime que si X, et Y,, sont deux suites de v.a. (définies sur le méme espace de probabilités), telles que, pour
une loi de probabilité £ donnée,

X, 52 et Y, 51,

N L. s
ou ”—” désigne la convergence en probabilité, alors, lorsque n — oo,

d
XnYn — L.
Comme application directe de tout ceci, on a, lorsque n — oo, les convergences en loi
Sp —np Sp —np
o\/n sv/n

De telles formules permettent d’obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour des parametres de
distribution inconnus (ici ). Un exemple d’une telle application est fourni au §1.3.3.

4 N(0,1) et 4 N(0,1).

1.3.3 Un exemple commenté.

Les calculs statistiques nécessitent ’emploi de logiciels spécialisés. Il convient, cependant, de faire attention
aux définitions adoptées par ces lociciels, qui ne sont pas toujours identiques. De plus, les calculs qui y sont
réalisés sont, le plus souvent, arrondis, et il faut en tenir compte. L’exemple suivant illustre ces problemes. On

considere ’échantillon ci-dessous, noté X1,..., X, et composé de n = 19 observations, numérotées de 1 a 19.
1 0152 2 0.422
3 0368 4 0.109
5 0922 6 0.331
7 0948 8 0.526

9 5191 10 2.830

11 1.973 12 0.687 (1.3.19)
13 1.308 14 0.383

15 0.084 16 0.377

17 0425 18 1.086

19 0.703

On obtient les statistiques
> X =20.827, > X7 =052414269, » X7 =195.626395117, » X, =863.843487407673
i=1 i=1 i=1 i=1

Pour cet échantillon, la moyenne empirique ji et la variance empirique &2, sont données, respectivement, par

i 1,096157895 & 1072 pres;
52 = 1.557083607 & 1072 pres;
M; = 3.858595779 a 1079 pres;
M, = 15877578077 a 107° pres.
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Il est intéressant de comparer ces valeurs précises a celles que fournissent les logiciels usuels de statistique.
Nous traitons, tout d’abord, ces observations par Statistica 6.1. Comme tous les logiciels, les résultats y sont
donnés avec une approximation, ici, a la 6°™°¢ décimale. Nous obtenons, par Statistica 6.1, les valeurs numériques
(arrondies a la sixiéme décimale)

Moyenne estimée = 1.096158 & 107¢ pres;

Variance estimée = 1.643588 a 107° pres;

Asymétrie estimée = 2.160357 & 107% pres;
Aplatissement estimé = 5.093973 & 107¢ pres;.

L’explication de la différence entre I'estimation de o2, égale & 1.557 084, obtenue plus haut, I’estimation 52 ~
1.643 588 ci-dessus, vient du fait que le logiciel calcule ’estimation centrée de la variance, donnée par

n

_ 1 . _
2 =52 = X7 = Lla? —1.643588251 & 107° pres.

K2

n—1 n—
i=1

1=

Il est tres important, dans la pratique, de lire attentivement les notices de logiciels pour savoir I'estimateur de la
variance qu’ils utilisent (en général s? = 52). Ce point est encore davantage mis en évidence par les estimations
des coefficients de Pearson. Un calcul des moments empiriques fournit, dans cet exemple,

= M.
B = 3—;:1.985918339 a 1079 pres,
~ M.
By = 3—;:6.548779869 a 1079 pres.

On notera que les estimations trouvées ci-dessus sont, encore une fois, sensiblement différentes de celles utilisées
par Statistica 6.1. En effet, ce dernier logiciel calcule les statistiques

n? M; n?(n—1)vn—1 M; _Vn(n—1) \/B\i
= 1

Asymétrie = ———— =

n—-1)(n-2) 3 (n—-1)n-2)n/nod  n-2
V18 x 19
~ 17; x 1.985918339 = 2.160356 968 & 107° pres,
et .
-1 1)8s — —1)2
Aplatissement = (n=Dn+1)8 = 3n —1)

(n—2)(n—23)

18 X 20 X By — 3 x 182 .o
7 16 5.093973357 a 10 pres

En fait, le coefficient d’aplatissement estimé par Statistica 6.1 est le coefficient v = [ — 3. Le coefficient
d’aplatissement empirique est donné par

By = 6.548779869 & 1079 pres,
ce qui mene a 'estimateur empirique de v, égal a
7 = By — 3 = 3.548 779 869,

qui est tres sensiblement différent de 'estimateur 5.093 973 de Statistica. Un traitement semblable, effectué par
un autre logiciel, ici StatXact 6, fournit les valeurs suivantes (arrondies, cette fois-ci, & 3 décimales) :

Moyenne estimée = 1.096,
Variance estimée = 1.644,
Dissymétrie estimée = 1.986,

Aplatissement estimé = 3.549.
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On observe ici que, tout comme Statistica 6.1, le logiciel StatXact 6 estime o par 62. Par contre, son cefficient de
dissymétrie est le coefficient empirique \/E , alors que son coefficient d’aplatissement coincide avec le coefficient
empirique 32 — 3. Ces exemples illustrent bien la nécessité de bien apprécier ce que calcule effectivement le
logiciel qui est employé.

Les résultats précédents permettent d’obtenir un intervalle de confiance asymptotique pour la valeur inconnue
de la moyenne p de la loi commune des observations. On écrit, tout d’abord, en faisant usage du théoreme
central limite (voir le §1.3.2), que, pour tout = € R,

lim P(M <
n—oo o

x) = ®(x),
ot ®(-) est la fonction de répartition de la loi normale N(0,1) (voir (3.1.2)). On se sert ensuite de la loi des
grands nombres, pour écrire que (sous réserve de Pexistence de o2 = Var(Z)), que
52

lim — =1 en probabilité.

n—oo g
Le lemme de Slutsky (voir le §1.3.2) implique alors que
lim P(M < x) = o(x).

c

n— oo

Cette propriété permet d’écrire (par exemple, compte tenu des valeurs numériques des quantiles de la loi normale
N(0,1), voir la Table 1, au §3.1.2) la formule approzimative

G G
IP( c {A— 1.960 X —— 7l +1.960 x ——
pe i VoL NG

En prenant les valeurs numériques obtenues précédemment, on obtient

D ~ 95%. (1.3.20)

1.248 1.248
P(1 e [1.096 — 1.960 x ~o=> 1.006 + 1.960 x ——=| ) ~ 95%,
(” [ V19 V19 D ¢

soit encore

]P’(u e {0.535, 1.657}) ~ 95%.

La large ”fourchette” obtenue pour g montre le peu d’intérét de conserver un grand nombre de décimales dans
ces calculs, ce qui justifie, a posteriori, les usages des logiciels les plus courants. On remarquera, au passage,
que l'on aurait pu, tout aussi bien, remplacer dans la formule précédente, & par s = &. L’intervalle ainsi obtenu
reste voisin du précédent. On obtient, avec le choix de s ~ 1.282

S S
IP’( e {A—1.96o 5 41.960 x ——
pe i x =it x o=

En prenant les valeurs numériques obtenues précédemment, on obtient

D ~ 95%. (1.3.21)

1.282 1.282
P(1 e [1.096 — 1.960 x 222 1.096 + 1.960 x ——o= | ) ~ 95%,
(” [ V19 /19 D ¢

soit encore

]P’(u e [0.520, 1.672D ~ 95%.

Le logiciel Statistica 6.1 fournit un intervalle de confiance de Student pour p. Cet intervalle est, également,
asymptotique, dans la mesure ou la loi des observations n’est pas gaussienne. Cet intervalle est donné par

P(M e {0,478242, 1, 714074}) ~ 95%.
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Un autre logiciel, SPSS 11.5.1 fournit un intervalle de Student analogue, arrondi, cette fois-ci, a la quatrieme
décimale, et donné par

]P’(u e [0,4782, 1, 7140}) ~ 95%.

On constate aisément que les trois intervalles de confiance, donnés par I'une ou l'autre des méthodes, sont
voisins.

En fait, application de ces techniques & I'échantillon étudié peut étre discutée, du fait de la présence éventuelle
de valeurs aberrantes. Pour illustrer ce probléme, nous fournissons ci-dessous le tableau des valeurs de (X; — X)?,
comparé a leur somme. Ce dernier est utilisé pour le calcul de ]TL. On obtient, en arrondissant chaque entrée a
la sixieme décimale la plus voisine,

1 0.794655 11 0.591133
2 0.206560 12 6.404840
3 0.281127 13 0.002014
4 0.949613 14 0.258668
) 0.000920 15 1.049526
6 0.342771 16 0.267484
7 0.000482 17 0.200500
8 0.105677 18 0,000000
9 | 281.156832 19 0.023893
10 9.037289
Total | 300.879329

Ce qui est le plus remarquable dans ce tableau est que la contribution de la seule donnée n°9 fournit une
proportion de plus de 93% de la somme totale ! On constate donc que le fait de priver I’échantillon de ’observation
n°9 modifie complétement certaines estimations. On est donc amené a suspecter que cette valeur puisse étre
aberrante.

La théorie des valeurs aberrante a donné lieu a une ample littérature. On consultera, en particulier :
Barnett, V. et Lewis, T. (1995). Qutliers in Statistical Data. 3°™¢ Ed., Wiley, New York.

Le fait qu’une observation soit aberrante, se réfere a un modéle admis pour les observations. Le statisticien a le
choix entre I'une ou 'autre des alternatives suivantes :

- Soit il admet que les observations X1, ..., X, contiennent une petite proportion de variables suivant une autre
distribution que la loi de la majorité des variables de ’échantillon, supposées étre conformes & un modéle admis.
Il s’agit alors de détecter ces observations aberrantes, et de les éliminer de 1’échantillon;

- Soit il rejette le modele admis, comme n’étant pas adapté a la description des observations, si des valeurs
aberrantes sont détectées, alors qu’il n’y a pas de raison a priori de les éliminer de I’échantillon.

Il n’y a pas de regle spécifique justifiant qu’on privilégie un choix par rapport & ’autre. Par exemple, une méthode
classique de détection des valeurs aberrantes consiste & supposer que la loi (de la majorité) des observations soit
normale, et fait appel aux "résidus studentisés” (Studentized Residuals, voir Barnett et Lewis, op. cit. p.329).
L’application de cette technique par le logiciel SysStat, identifie catégoriquement 1’observation n°9 comme
aberrante, avec une valeur de résidu studentisé égale a 5.031. Un échantillon de ce type peut donc faire ’objet
d’une étude tres complexe, menant a analyser sa structure dans le détail. Quelques uns de ces prolongements
sont proposés en exercice.

Exercice 1.3.2. On considere ’échantillon présenté dans ce paragraphe, apres €limination de l'observation
n°9.

1°) Déterminer, sur ce nouvel échantillon, les estimations empiriques i, 02, 1, Ba.
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2°) Déterminer, & partir des valeurs numériques de [1 et o, un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour
la moyenne inconnue p des observations.

3° Comparer ces résultats a ceux obtenus a partir de l’échantillon complet.



Chapitre 2

Matrices, notations et factorisations.

2.1 Définitions générales et notations.

Les matrices considérées dans ce qui suit seront toujours supposées a coefficients réels, sauf mention du contraire.
Dans la suite, on identifiera ’espace RP a l’espace des matrices colonnes d’ordre p. Cet espace est muni de la
topologie usuelle, pouvant étre commodément définie par la norme euclidienne

2] = (2'2)2, (2.1.1)

ol 2’ désigne la transposée de z € RP.

Une matrice A & p lignes et g colonnes est dite (p x g). Il est commode de noter A = [ai’j] lorsque A est une

matrice dont 1’élément générique de la ™ ligne et de la j°™° colonne est a; j, et

a1,
A:[a]—]:[al aq] ou les a; = eRP, pour j=1,...,q,
ap,j
désignent les vecteurs colonnes de A. Dans le cas ou la matrice A = [ag ] est & coeflicients complexes, avec

agp = Wi j + vk g, OU U ¢ = Re(age) € R et vy = Im(ag,¢) € R désignent respectivement la partie réelle et la
partie imaginaire de ay ¢, on posera

Re(A) = [Re(ap)] = [ure] et Im(A) = [Im(ake)] = [vi] . (2.1.2)
pour désigner respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la matrice A.
Avec ces notations, si A = [al . aq] est une matrice p X ¢, on désigne par
ay
Vec(A) = | 1 | € R¥ (2.1.3)
Qq

la matrice colonne, de parameétres (pg x 1), obtenue en empilant, dans ’ordre naturel, les colonnes de A les unes
au dessus des autres.

On note M, ; = M,, 4(R) Pespace vectoriel réel des matrices (p x ¢) & coefficients réels. L’application
Vec: A e M, , = Vec(A) € RPY = My, 1,

définie par (2.1.3) est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre M, , et RP? (ce dernier espace étant, par
convention, identifié & l’espace vectoriel M, 1 des matrices colonnes d’ordre pq).

27
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La transposée d’une matrice (p X q), A = [ai,j], est la matrice (¢ x p), notée A’ = [a;‘,j], telle que, pour tout
lgigqetlgjgp,a;ij:aj,i.

Une matrice réelle (ou complexe) A est dite carrée lorsqu’elle est (p x p) pour une valeur convenable de 'entier
p=1l

Une matrice carrée B est dite symétrique si elle est égale & sa transposée B’.

Une matrice carrée C est dite antisymétrique, si C = —C’. Une matrice carrée A se se décompose de maniere
unique sous la forme A = Ay + Ay = $(A+A")+3(A—A'), ott Ay = J(A+A') est symétrique, et Ay = 1(A—A),
antisymétrique.

La trace, notée tr(A) = Y7 | a;; d’une matrice réelle (p x p) carrée, A = [a;;| est définie de maniere équivalente
comme la somme des éléments diagonaux de A ou comme la somme des valeurs propres (qui existent toujours
dans C) de A. Lorsque A est (p X ¢) et B est (¢ X p), on peut définir, aussi bien AB (qui est (p X p)), que BA
(qui est (¢ x g)). On a alors 1’égalité

tr(AB) = tr(BA). (2.1.4)

Dans la suite, nous ferons un usage fréquent de la notation, ayant un sens pour toute matrice carrée (p X p)

AeM,,,

etr(A) = exp (tr(A)). (2.1.5)
On note diag(A1,...,Aq), ou diagy(A1,...,Aq), la matrice carrée (d x d) ayant Aj,...,Aq sur sa diagonale
principale et 0 ailleurs, soit
A ... O
diag()\l,...,)\d) = ..
0 ... M\
La matrice identité d’ordre d est notée I; = diag,(1,...,1), ou tout simplement I, lorsqu’il n’y a pas de doute

sur sa dimension.

La matrice (p X ¢), dont les élements sont tous égaux & 1, est notée E, ; ou 1, .. On note 1, = 1,1, ou 1 lorsque
la dimension p n’est pas ambigué, la matrice colonne d’ordre p composée de 1. On observera que 1, , = 1,1,".

La matrice (p X ¢), dont les élements sont tous nuls et égaux a 0, est notée O, 4, ou O lorsque les dimensions
p et ¢ ne sont pas ambigués. On note de méme O, = O, ; la matrice colonne d’ordre p composée de 0. On
observera que 0, , = 0,0,

On identifie R? & l'espace M, 1 des matrices colonnes (p x 1). Pour p > 1 et ¢ > 1 quelconques, on munit
I'espace M, , du produit scalaire euclidien canonique

(A,B) = <[aij}, [bij]> =33 aijbi; = tr(A'B) = tr(B'A) = tr(AB') = tr(BA). (2.1.6)

i=1 j=1

En particulier, pour u € RP, on retrouve dans (2.1.6) la forme habituelle du produit scalaire eucliden (u,v) =
w'v = v'u. Compte tenu des identités fournies par (2.1.6), il est aussi possible d’exprimer ce dernier sous la
forme (u,v) = tr(uv’) = tr(vu’). On note ||A|| = (A, A)'/2 pour A € M, , la norme euclidienne définie sur M,, ,
et correspondant au produit scalaire (2.1.6). On écrit ALB lorsque les vecteurs A, B € M,, , sont orthogonaux,
c’est & dire tels que (A, B) = 0. On écrit ELF, pour exprimer le fait que E et F sont des sous-espaces vectoriels
de M, 4 vérifiant ALB pour tout A € E et B € F. De méme, la relation ALF signifie que ALB pour tout
BekF.

Une suite finie Fi, ..., F}, de sous-espaces vectoriels de M, , est dite en somme directe, et égale a un sous-espace
vectoriel £ de M), 4, ce qui est noté
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si tout A € FE s’écrit de maniére unique sous la forme A = Zle A;, avec A; € Fypouri=1,... k.

Si E est un sous-espace vectoriel de M,, ,, on note E+ I'orthogonal de E dans M, 4, c’est a dire, le sous-espace
vectoriel de M, ; composé des matrices A € M, , telles que ALE.

Si A est une matrice (p x ¢), on désigne par Im(A) (ne pas confondre avec Im(A) qui désigne la partie imaginaire
de A) le sous-espace de R? engendré par les colonnes de A, et par Or(A4) = Im(A)* P'orthogonal de Im(A) dans
RP. 1l revient au méme de dire que Im(A) est I'espace image de R? dans RP par l'application linéaire

x € RT — Ax € RP.

Le rang de la matrice A, noté rg(A), est, par définition, la dimension de l'espace image Im(A). On a

rg(A) = rg(A') = rg(AA4") = 1g(A'A).

2.2 Matrices orthogonales.

Une matrice carrée H, réelle (d x d), est dite orthogonale, si HH' = H'H = 14, ou, ce qui revient au méme, si

ses colonnes hq, ..., hg, correspondant & la décomposition H = [hl hd}, sont orthonormales, vérifiant
, 1 sii=yj,
hih; = T (2.2.7)
0 sii#j.

Une matrice orthogonale est associée a une transformation orthogonale de I’espace. Une telle transformation
préserve les relations d’orthogonalité pour le produit scalaire usuel. On vérifie, en effet, que, si H est orthogonale,

wv=0<« (Hu)(Hv) =4H' Hv =0. (2.2.8)

Plus généralement, une tranformation orthogonale conserve le produit scalaire euclidien usuel. En effet, si H
est orthogonale, on a, pour tout u,v € R%,

(Hu)'(Hv) = v'H'Hv = v/v. (2.2.9)

Bien évidemment, si H est orthogonale, il en est de méme de sa transposée H', et réciproquement. Une matrice
orthogonale admet des valeurs propres réelles ou complexes de module 1. De ce fait, son déterminant est un
nombre de module 1, nécessairement réel puisque la matrice est réelle. Il ne peut dont étre égal qu’a 1 ou —1.

Dans tous les cas, si H est orthogonale, on a, ou bien det(H) = 1, ou bien det(H) = —1, et, dans tous les cas,
|det(H)| = 1.
Une matrice carrée A, réelle, symétrique, (d x d), possede toujours des valeurs propres A, ..., Aq réelles, et une

base de vecteurs propres orthonormés dans R%. Elle peut donc se factoriser en

A = Hdiag(\y, ..., \a)H ' = Hdiag(\1, ..., \a)H', (2.2.10)
ou H = [hl e hd} est une matrice orthogonale, composée de vecteurs propres de la transformation z — Ax,
et tels que

Ah; = Mh; pour i=1,...,d,
avec

Wy =1 S
0 sii#j.

La factorisation (2.2.10) n’est pas unique, méme lorsque les valeurs propres de A sont distinctes. En effet, si
H= [hl e hd] vérifie (2.2.10), il en est de méme de H = [ihl e ihd]. Réciproquement, toute matrice
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A possédant la factorisation (2.2.10) est réelle symétrique. Il est souvent commode d’écrire (2.2.10) sous la forme
équivalente, développée a partir de (2.2.10),

AN 0] [

d ..
1 sij=¢
— — . . . . 0 __ )
A= §‘_j/\jhjh;. = ... ha | o ||| avec Wjp'= {o L (2.2.11)
j=1 0 ... X |R

2.3 Matrices symétriques positives.

Une matrice carrée réelle A, symétrique (d x d), est dite positive, ce qui est noté A > 0, si u'Au > 0 Vu € R9.
Elle est dite définie positive, ce qui est noté A > 0, si elle est positive, et vérifie, de plus, la propriété v’ Au =
0 < u = 0. Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice (d x d) symétrique A soit positive (resp.
définie positive) est que ses valeurs propres Aq, ..., Aq soient positives ou nulles (resp. strictement positives).

Proposition 2.3.1. Si A > 0 est une matrice positive, alors, pour tout entier N € N*, il existe une matrice
positive X unique, notée X = AYN | telle que XN = A.

Preuve. L’existence de X découle de (2.2.10), en posant AYN = Hdiag()\}/N7 .. .,)\(l/N)H*1 qui se trouve
nécessairement étre symétrique positive du fait que H~' = H’. L’unicité se déduit du fait que, si X~ = A, alors
X et A commutent (on a AX = X A). Cette propriété implique que X et A sont triangulables dans une méme
base, et, par conséquent, que X; = X, chaque fois que X; > 0 et XJN = A pour j =1,2.0

La propriété précédente permet de définir, d’une maniére générale, Vr € R™ lorsque A > 0 et Vr € R lorsque

A > 0, la puissance r*™¢ de la matrice symétrique positive A = Hdiag(\1,...,\q)H' par
A" = Hdiag(\],...,\))H~ " = Hdiag(\},...,\))H'. (2.3.1)
La convention 0° = 1 implique, en particulier, que A° = I, (et ceci, méme lorsque A = 0, ,). Avec ces

conventions, la matrice A", lorsqu’elle est définie, est toujours symétrique positive (respectivement symétrique
définie positive) lorsque A est positive (respectivement définie positive).

2.4 Factorisations a ’aide de matrices triangulaires et orthogonales.

Proposition 2.4.2. 1°) Une matrice A > 0, définie positive (d x d), se factorise de maniére unique en

t11 ti2 ... tid

y . ) 0 t272 - t27d
A=T'T, oala matrice T = | . . . (2.4.2)

0 0 ... tea

est triangulaire supérieure, a éléments diagonauz strictement positifs, c’est a dire, telle que t;; > 0 pour ¢ =
1,...,d ett;; =0 pouri>j.

2°) Une matrice A > 0, positive (d x d), peut étre factorisée en

t171 t172 A t17d
y . ) 0 t2,2 A t27d
A=T'T, oula matrice T = | . . . (2.4.3)
0 0 ... tgd
est triangulaire supérieure a éléments diagonauz positifs ou nuls, c’est a dire, telle que t; ; > 0 pouri=1,...,d.

Dans ce dernier cas, la matrice T n’est pas nécessairement définie de maniére unique.
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Preuve. Les propriétés 1°) et (2°) sont évidentes lorsque d = 1 puisqu’alors A = [a] =TT = [t%,l] et le
seul choix possible pour T = [tl,l] est obtenu pour ¢1,; = +/a, si on impose la positivité des termes diagonaux.
Supposons maintenant que les propriétés 1°) et 2°) aient été établies pour toutes les matrices ((d—1) x (d—1)).

Ecrivons ) ,
/ /
ain o / tin O tin 7 11 t117y
A — — T T — ’ 2 = ’ . 24.4
|:Oél A272:| |: T1 T2/72:| |: (D) T2’2 Tltl,l ’7'1’7'{ + T2/72T2,2 ( )

Considérons deux cas possibles, en fonction de la valeur de a; ;. Notons que, nécessairement, la condition A > 0
(resp. A > 0) impose que a1,1 > 0 et Ao >0 (resp. a1,1 > 0 et Ay o > 0).

Cas 1. Supposons a1,1 = 0 (ceci ne peut se produire que si A > 0 n’est pas définie). Dans ce cas, nécessairement
a1 = 0. Autrement, on obtiendrait, pour tout choix de y tel que y < —(aj Az 2011)/ (20 ),

/
[y of]A [51] =y o] [0?1 Xzﬂ {51} =2yaja1 + of Ay pa; <0,
ce qui contredirait la positivité de A. Ce cas n’est donc possible que si A > 0 n’est pas définie positive. On
constate alors que la relation (2.4.4) impose ¢1 1 = 0, mais permet des choix arbitraires de 7 et T3 o, pourvu
que ceux-ci vérifient

TlT{ + T2/’2T2’2 = AQ’Q.
On peut toujours prendre 7, = O, et choisir pour 75 2 une matrice triangulaire supérieure a diagonale positive

ou nulle telle que T5,T% 2 = As 2, qui existe par hypothése de récurrence. Toutefois, ce n’est, en général pas la
seule possibilité. Par exemple, la factorisation

0 0f | O 0 0 cosé
0 1| |cosf® sinf| |0 sinf|’

répond a la question 2°) indépendamment de 6 € (—m, 7) pour la matrice

0 0
4= 950

Bien que 'unicité de T ne soit pas garantie, on établit néanmoins ainsi (2.4.3), et donc la propriété 2°) pour les
matrices symétriques positives (d x d) telles que a7 1 = 0.

Cas 2. Supposons maintenant que aq,; > 0. Dans ce denier cas, la relation (2.4.4) définit de maniére unique
t11 > 0 et 7, grace aux formules (se déduisant de (2.4.4))

1
tl,l = ai,1 et T1 = —Q1 = aq.
t1,1 a11

)

Il reste a établir l'existence de T o (et son unicité lorsque A > 0). Or celle-ci se déduit de I'hypothese de
récurrence jointe a la vérification que la matrice

1
M = A272 — 7'1’7'{ = AQ’Q — 70[10/1
a1,1
est positive lorsque A > 0 (respectivement définie positive lorsque A > 0). Nous nous limitons & la vérification

du fait que A > 0 implique que M > 0. Pour établir cette propriété, on constate que, pour tout v € R4~1,
v # 0, le choix de # = —(v'an) /t] 1 = —(v'ou) /a1, implique que

o v]A m

!

a1 (0% x

[z V]| 1 = ay12° + 2xa)v + v Ag 9v
a7 A22 v

1
= v’{Ag,g - —ala’l}v =v'Muv >0,
a1
ce qui suffit pour établir que M est définie positive. En factorisant M sous la forme M = T. 2’72T2,2, ce qui est

possible par I'hypotheése de récurrence, on montre ainsi que les propriétés 1°) et 2°) sont satisfaites pour les
matrices (d x d) telles que a3 1 > 0. La conclusion est évidente.O
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Proposition 2.4.3. Toute matrice (n x d) Z de rang rg(Z) = d < n se factorise de maniére unique sous la

forme
7 = HqT, (2.4.5)

ot T est une matrice triangulaire supérieure (d x d) a éléments diagonauz strictement positifs et Hy est une
matrice (n x d) telle que H{Hy; = 1.

Preuve. On constate que Z’Z > 0 est une matrice symétrique positive (d x d) de rang rg(Z'Z) = rg(Z) = d.
Comme ceci implique que Z'Z > 0, on en déduit par (2.4.2) D'existence et I'unicité d’une matrice triangulaire
supérieure a diagonale positive T telle que Z'Z = T'T. En posant H; = ZT~!, on constate que H|H; =
(TY=1Z2T=1 = (T")"YT'TT~! = 1,. On a ainsi établi 'existence de T et de H;. L’unicité de ces deux matrices
est évidente par la construction précédente, qui implique que Z2’Z = T'T et H, = ZT 1.0

2.5 Produit de Kronecker.

Le produit de Kronecker entre une matrice (p x q) A = [aij} et une matrice (r x s) B, est la matrice (pr x ¢s),
notée A ® B, et définie par
allB aqu

ARB=| : Do (2.5.1)
ap1B ... apB

Le produit de Kronecker est, bien évidemment, une opération non commutative. Il y a cependant des cas ol
A® B = B ® A. Par exemple, toute matrice A peut étre factorisée en un produit de Kronecker de la forme

A=A®[1] =[1]® A

Lorsque D = d’, pour d € R?, est une matrice ligne (1 x m), on peut écrire [1] D = D, et la propriété ci-dessus
implique alors, par le (iv) de la Propriété 1.1 ci-dessous, que

A(C®D)=(A® [1])(C®D)=AC ([1]D)=AC®D VD (1 xm). (2.5.2)

Propriété 2.5.1. Le produit de Kronecker vérifie les propriétés suivantes. Sous réserve que les quantités cor-
respondantes soient définies, on a :

(1)  Pour tout couple de scalaires a,b € R, (aA) ® (bB) = ab(A ® B).

(1)) (A+4B)@C=AC+BRC,etA®(C+D)=AcC+A®D.

(1) (A®B)@C=AR(BxC).

(iv) (A® B)(C® D)= AC ® BD.

(v)  Si la matrice carrée (m x m) A a pour valeurs propres {ai,...,an} et la matrice carrée (n x n) B a
pour valeurs propres {b1,...,by}, alors la matrice carrée (mn x mn) A® B a pour valeurs propres {a;b; : 1 <
i<m,1<j<n}.

(vi) Si A et B sont des matrices carrées inversibles, alors (A® B)™1 = (A~ ® B71).

(vii) Si A est (m x m) et B (n X n), alors det(A ® B) = (det A)"(det B)™.

(viii) Si A>0 et B> 0, alors AQ B > 0.

(iz) Si A et B sont carrées, alors tr(A ® B) = (tr A)(tr B).

() (A®B) = (A B).

(i) I @l =Ly

(wii) 1, ® 1, = 1,,.

Le produit de Kronecker ®, défini en (2.5.1), est 1ié & l'opération Vec(-), définie en (2.1.3), par les propriétés
suivantes. Celles-ci sont parfois peu évidentes, et les énoncés correspondants pourront étre omis en premiere
lecture.

Lemme 2.5.1. Si P est une matrice (r x m), X' une matrice (m x n) et Q une matrice (n X s), alors

Vec(PX'Q) = (Q' @ P)Vec(X'). (2.5.3)
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Preuve. Posons QQ = [qij] EM,set X' = [Xl Xn] € M, . Comme
q11P e inp Xl
PX'=[PX; ... PX,], Q@P=]| : o, VeeX')=| |,
QasP .. qnsP X
on a
quP ... guP| | X1 > PXign
(Q"® P)Vec(X') = T = :
Q1sP QnsP Xn Z?:l Pquzs
= Vec([ZiL, PXign ... Xin, PXigis))
= Vec([PX; .. PX,]Q) = Vec(PX'Q),

ce qu’il fallait démontrer.O0

Lemme 2.5.2. Sous réserve que les produits correspondants soient définis, on a :
(i) Vec(BC) = (I® B)Vec(C) = (C' @ I)Vec(B) = (C' ® B)Vec(I) ;
(i) tr(BCD) = (Vee(B"))' (L& C)Vee(D) ;
(iii) tr(BX'CXD) = (Vee(X)) (B'D’ @ C)Vee(X) = (Vee(X)) (DB @ C")Vee(X).

Preuve. Ce lemme est dit & Neudecker (Neudecker, H. (1969). Some theorems on matrix differentiation with
special reference to Kronecker matrix products. Journal of the American Statistical Association. 64 953-963).

— La propriété (i) est une conséquence directe de (2.5.3). En écrivant cette derniere relation sous la forme
Vec(PX'Q) = (Q' ® P)Vec(X'), (2.5.4)

— On obtient la relation Vec(BC) = (I® B)Vec(C) en posant P = B, X' = C et Q=1=1T dans (2.5.4).

— On obtient la relation Vec(BC) = (C’ @ I)Vec(B) en posant P =1, X' = B et Q = C dans (2.5.4).

— On obtient la relation Vec(BC) = (C" @ B)Vec(I) en posant P = B, X' =T et Q = C dans (2.5.4).

— La propriété (ii) se vérifie directement, d’abord en effectuant les produits considérés dans chaque membre,
puis en constatant que les résultats sont identiques. En effet, en posant

B, = [bl . bn} et D= [dl . dn} s
on constate que (Vec(B'))" = [b} ... ¥], et donc, que
c ... 0l [a]
(Vee(B)) (L@ C)Vee(D) = [by ... B,] |+ . | |:]|=>_bCd=tx(BCD).
0O ... C| |d, i=1

— La premiere partie de la propriété (iii) est conséquence de la relation (ii), écrite sous la forme
tr(BED) = (Vec(B'))' (L@ €)vec(D), (2.5.5)

ainsi que de (1), écrite sous la forme
vec(UV) = (V' @ I)vec(W). (2.5.6)

On écrit alors les identités successives

tr(BX'CXD) = tr{(BX")C(XD)}
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= (Vec(XB'))(I® C)(Vec(XD))
(en posant B = BX’', € =C et D = XD dans (2.5.5)),

= ((Be@DVee(X)) (I C)((D' @ I)Vee(X))
(en posant W= X,V =B’ puis U= X,V = D dans (2 5.6))

= ((Vee(X ) (B'®1)(I® C)(D' ®I)Vec(X)
(par le (z) de la propriété 1.1, qui montre que (B ®1I) = B’ ®I)

= (Vec(X ))I(B'D’ ® C)Vec(X)
(par le (iv) de la propriété 1.1 qui montre que (A ® B)(€ @ D) = AC ® BD).

On établit ainsi que
tr(BX'CXD) = (Vee(X)) (B'D' @ C)Vee(X). (2.5.7)

Comme tr(M) = tr(M'), on en déduit que
tr(BX'CXD) = tr(D'X'C'XB') = (Vec(X)) (DB @ C")Vec(X),

la derniére égalité étant obtenue en remplagant formellement B,C, D par D', B’,C’ dans la relation (2.5.7).
Ceci acheve la démonstration du lemme.O

2.6 Opérations Matricielles par Blocs

Soit A € M,, ,, une matrice carrée (n x n), avec n =p+gq, p > 1,q > 1, partitionnée en

A= [ﬁi Zj , oo A€My, et Ay e Mg, (2.6.1)

L’inverse de A, lorsqu’il existe, est noté

_ All A12
AT = [A21 A22

] . ou AMeM,, et A* e My, (2.6.2)

Proposition 2.6.1. Sous réserve que les inverses correspondants existent, on a les identités

All == (All - A12A2_21A21)71, A12 = A11A12A_1 = A_1A12A22 (263)
A22 = (A22 — A21A1_11A12)71, A21 A22A21A1_1 = —A AglA 1

Preuve. Pour établir (2.6.3) et (2.6.4), il suffit de montrer que les matrices définies par

A = (Al — Apdy Ayl AR = —A A AP, (2.6.5)
A2 = (Agp — AnAfAp)™, A% ——A221A21.A11. (2.6.6)

vérifient 1’égalité

(2.6.7)

A Ap] AL A2 (A A 4 Ap A A A2 4 4pA%] [T O
Ayp Aogo| |AZL A2 T Ay AM + A5 AP A5 A2 4 A9 A2 T |O T

En effet, si celle-ci est satisfaite, on a nécessairement A% = A% pour 1 < 14,j < 2, et, par voie de conséquence,
(2.6.5) et (2.6.6). Une fois ces relations obtenues, on en déduit directement (2.6.3) et (2.6.4). Pour établir (2.6.7),
on commence par écrire

A11A12 + A12A22 =0 et A21A12 + A22A22 =1

& AP = A ARAT et Ap A 4+ Ap AT =1
= A12 = —A;11A12A22 et (A22 — A21A;11A12)A22 = ]I,
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ce qui permet de vérifier que A% = A2 et A?2 = A?2. De méme, on constate que

A22A21 + A21A11 =0 et A12A21 + A11A11 =1
& AT = —Ay An A et Ap AT 4+ A AT =1
= .A21 = —A521A21A11 et (A11 — A12A521A21)A11 = ]I,

ce qui permet de conclure que A2 = A2! et A = A, achevant la démonstration.O

Proposition 2.6.2. On a les identités

An O] _ _ A Ax
det |:A21 A22:| = det(AH) X det(AQQ) = det |: o) A22:| s (268)
et, sous réserve que les inverses Aﬁl et A521 existent,
An A B -1
det A A = det(Au) X det{AQQ A21A11 A12} (269)
21 22
= det(AQQ) X det{AH — A12A2_21A21}. (2610)

Preuve. Supposons que A soit (n x n), que Aqp soit (p X p), et que A soit ((n — p) x (n — p)). La premiére
égalité dans la relation (2.6.8) se démontre en posant

A O 0
A= [Am Ao = [a1 an] et An = [ap+1 an} .
De deux chose 'une. Ou bien det(Agz2) = 0, et alors nécessairement det(A) = 0, ou alors det(Az2) # 0, et on
peut retrancher aux p premieres colonnes de A des combinaisons linéaires de ap41,...,a, de sorte a construire

une nouvelle matrice de la forme

vy o],

En effet, pour chaque ¢ =1,...,p, il est possible de choisir Ap114,...,An s tels que, si
_ | @14 =1 Aoy =
a; = o pour 2=1...,p et 21—[@21 agp],
(2
alors, pourt=1,...,p,
n Ap+1i Ap+1i
ao; = Z )\j(lj = [a,p+1 an] = Agg R
j=ptl )\n,i )\n,i
ce qui revient & poser, pour ¢ = 1,...,p,
Ap+1,i
-1
: = Ayy az;.
)\ni

s

Comme, dans ce cas, det(A) = det(A*) = det(A;;)det(Az22), on obtient la premiere partie de (2.6.8). La seconde
partie se démontre par un procédé analogue.

Pour établir (2.6.9) et (2.6.10), on pose

[T —Ap AL [T —A A
C= {@ I ¢« D=lg 1 |’
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on écrit
_ (1 —A12A2_21 Ar App| |1 —Al_llAlg
¢AD = o I Ay Ap| |0 I
_ [An—ApAzlAy O[I —Aj'Ap
L Az Az | |O I
_ [T A12A2_21:| |:A11 O :|
@ I Aoy Ags — A1 AT Ara|

Comme, par (2.6.8), on a

I —AAp] T —ApAy]
det [@ I = det 0 I =1,

on constate que det(CAD) = det(A), puis que

-1
det(A) = det [All —A1pA5 A O } — det [AH o) } |

Ao Ago Agy Agy — Ao A Ay
Une nouvelle utilisation de (2.6.8), mene alors & (2.6.9), puis a (2.6.10).0
Corollaire 2.6.1. Pour tout couple de matrices C' € My, et D € Mg, on a
det{I, + CD} = det{l, + DC}. (2.6.11)
De plus, si A € My, est inversible, on a

det{A+CD} = det(A) xdet{l+ A'CD}
= det(A) x det{l + DA™'C} (2.6.12)
det(A) x det{T+ CDA™"'}

Preuve. Pour établir (2.6.11), il suffit de poser Ay = I,, Ags = I, Ao = —C et Ay; = D dans (2.6.9)
et (2.6.10). Les relations (2.6.12) sont obtenues comme cas particuliers de (2.6.11), apres avoir effectué la
factorisation

A+CD=A(l+ A"'CD),

et avoir calculé le déterminant des deux membres. On utilise, en particulier, le fait que, par (2.6.11),
det(I+ A~Y{CD}) = det(I+ {A~*C}D) = det(I + {CD}A™") = det(I+ D{A™'C}),
pour conclure.O

Corollaire 2.6.2. Si C et D sont des matrices carrées (m x m), les valeurs propres yi,...,ym de CD sont
identiques a celles de DC..

Preuve. Par le corollaire 1.1, le polynome caractéristique de C'D est donné par la formule
det(L,, — A\CD) = det(I,,, — CAD) = det(L,, — ADC).

Il coincide donc avec le polynéme caractéristique de DC, ce qui permet de conclure.]

2.7 Moments de vecteurs aléatoires

Soit d > 1 un entier positif, et soit X = [Xl Xd], € R un vecteur aléatoire réel. Pour tout k € N,
I’existence de moments d’ordre k£ de X est équivalente a 'une des propriétés suivantes.
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(1) E(IX[*) = EQXXP2) < 0o

(2) E(X1]™ ...|X,|™)<o0 Vmq>0,...,m, >0 entiers tels que mq + ... +my, = k;

(3) E(Xi¥)<oo Vi=1,...,d;

(4) E{wX}*)eR VueR?,

(5) E{uiX}... {u,X})€R Vui,...,u, € RY
Formellement, il est commode de se baser sur (5) pour définir le moment d’ordre k de X comme la forme
k-linéaire symétrique
k
(wr,...,ux) € (R = E({ui X} ... {up X1}). (2.7.1)

Plus explicitement, si u; = [uy; ... udyj]/ € R? pour j = 1,...,k, la forme k-linéaire symétrique ci-dessus
est égale a

d d
Z Z Uil,lonuik,kE(Xil sz) (272)
i1=1 ip=1

Dans ce qui suit, nous accorderons une importance toute particuliere au cas des moments d’ordre k = 1 et k = 2
de X, qui peuvent étre identifiés respectivement par la relation ci-dessus a des formes linéaires et a des formes
bilinéaires symétriques sur RP.

— L’existence de moments d’ordre 1 pour X est, par définition, équivalente a I’existence de moments d’ordre 1
pour chacune des coordonnées X1, ..., Xy de X. Par identification de R? et de son dual, ceci permet de définir
le moment d’ordre 1 de X € R?, appelé aussi espérance de X, par

E(X1)
px =p=E(X)= : c R%. (2.7.3)

E(Xq)
La méme formule est valable si X s’exprime dans une base quelconque, et en particulier, dans le cas d’une matrice
aléatoire M = [m; ;| € M, 4, dont on définit I'espérance par E(M) = [E(m;;)]. D’'une maniére générale, si
X est un espace vectoriel réel de dimension finie, et si X € X admet des moments d’ordre 1, I’application qui
a X € X associe E(X) est un opérateur linéaire. En particulier, lorsque M € M, , est une matrice aléatoire
possédant des moments d’ordre 1, on a I'identité générale, valable pour tout couple de matrices constantes (non

aléatoires) A € M, , et B € M,
E(AMB) = AE(M)B. (2.7.4)

— L’existence de moments d’ordre 2 pour X € R? est équivalente au fait que E(X;X;) € RV1 <i,j <d. Il est
commode d’exprimer ceci a ’aide de la matrice

X2 XX, E(X2) ... E(X1X,)
E(XX')=E S = : : . (2.7.5)
XaX; ... X2 E(X4X1) ... E(X3)

Proposition 2.7.1. Pour tout vecteur aléatoire X € R? possédant des moments d’ordre 2, la matrice (d x d)
définie par E(X X') est symétrique positive.

Preuve. Il suffit de constater, par (2.7.4), que, Vu € R?,
WE(XX =B XX u) = E{ X u}{Xu}) = E(|| X u||?) = E(|«'X|*) > 0.

On remarquera, de plus, que E(X X’) > 0 sauf s'il existe un u € R? tel que P(v/X = 0) = 1.0
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— D’une maniere générale, étant donné un vecteur aléatoire réel X = [Xl Xd]/ € R?, les moments
Hhtij = E(Xfo), lorsqu’ils existent, sont appelés moments croisés d’ordre £,/ de X; et X;. On note, de
méme, les moments centrés correspondants par My, o ; = E((X; — E(X:))*(X; — E(X;))").

En particulier, pour k = ¢ = 1, on obtient la covariance entre X; et X, définie V1 <4,j < d, par
Cov(X;, X;) = My 14, = E((X; — E(X;))(X; — E(X;))). (2.7.6)
En prenant ¢ = j dans cette expression, on obtient la variance de X;, définie, V1 < ¢ < d, par
Cov(X;, X;) = Var(X;) = My,1;,,; = E((X; — E(X;))?).

Définition 2.7.1. Pour tout vecteur aléatoire X € R? possédant des moments d’ordre 2, la matrice (d x d)
symétrique positive définie par

Var(X,) ... Cov(Xy,Xq)
Var(X) =E((X — E(X))(X —E(X))') = : : , (2.7.7)

Cov(Xg4, X1) ... Var(Xy)
est appelée variance de X, ou matrice de variances-covariances de X .

Définition 2.7.2. Pour tout couple de vecteurs aléatoires X € RP et Y € R, possédant chacun des moments
d’ordre 2, la matrice (p X q) définie par

COV(Xl,Yl) COV(Xl,Y:I)

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y))') = , (2.7.8)

Cov(X,,Y1) ... Cov(X,,Y,)
est appelée matrice de covariance entre X etY.

Cette définition appelle plusieurs remarques. Tout d’abord, pour tout couple de vecteurs aléatoires X € RP et
Y € RY?, on a toujours, lorsque ces quantités existent,

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)" avec Cov(X,Y)eM,, et Cov(Y,X)€E M,,.
D’autre part, I’existence de moments d’ordre 2 pour X et Y équivaut a ce que, Vu € R? et Vv € R,
E({v (X —E(X))}?) =u/Var(X)u < oo et E({v/(Y —E(Y))}?) = v'Var(Y)v < cc.

Par I'inégalité de Schwarz, on en déduit que, Vu € RP et Vv € RY,

W/ Cov(X, Y)o| = [E({u/(X ~ E(X)}{(Y ~ E(Y))'s})]

{u'Var(X)u}/?{v'Var(Y)v}/? < oo, (2.7.9)

IA

ce qui implique l'existence de Cov(X,Y"). En appliquant (2.7.9) dans le cas particulier des coordonnées de X et
Y, on obtient les inégalités, valables V1 < i <pet V1l < j <gq,

Cov(X;,Y;) < 4/ Var(X;)Var(Y;). (2.7.10)

Sous réserve que Var(X;)Var(Y;) > 0, on peut alors définir le coefficient de corrélation entre X, et Y; par la
rapport
COV(XZ‘, ij)

.x, = Corr(X;,Y;) =
PXXs (X, Y5) Var(X,)Var(Y,)

e[-1,1], (2.7.11)
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et la matrice de corrélation entre X et Y, donnée par

Corr(X1,Y1) ... Corr(X1,Y,)
Corr(X,Y) = : : : (2.7.12)

Corr(X,,Y1) ... Corr(X,,Y,)

Dans le cas particulier ot X =Y, en notant o; = Var(X;)'/2 > 0, 0;; = Cov(X;, X;) et p; j = Corr(X;, X;) =
0i,i/(0:05) pour 1 < 4,5 < p, on obtient la matrice des corrélations de X, qui est nécessairement une matrice
(p x p), symétrique et positive,

1 ... p1p

Corr(X) = Corr(X,X)=| : .o
[ |

diag(l/al,...,1/0p>Var(X)diag<1/Ul,...,1/0p) > 0.

Définition 2.7.3. Deux vecteurs aléatoires X € RP et Y € RY possédant chacun des moments d’ordre 2 sont
dits non corrélés (ou de covariance nulle) si et seulement si

Cov(X,Y) = Cov(Y, X) =0 = Q,,. (2.7.13)

Proposition 2.7.2. Si les vecteurs aléatoires X € RP et Y € R? possédant des moments d’ordre 2 sont
indépendants, alors, ils sont non corrélés.

Preuve. Il suffit d’écrire, par (2.7.8), que
Cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))) = (E(X) — E(X)) (E(Y) —E(Y))" = 0,
cette derniere égalité se déduisant de I'indépendance de X et Y.O

Proposition 2.7.3. Si X € R? est un vecteur aléatoire possédant des moments d’ordre 2, alors, pour tout
couple de matrices constantes (non aléatoires) v € R? et P € Mg q, on a

E(v+ PX)=v+ PE(X) et Var(v+ PX)= P Var(X)P'. (2.7.14)
Proposition 2.7.4. Si Z1,...,Z, est une suite de vecteurs aléatoires non corrélés de R¢, alors
Var(Zi + ...+ Z,) = Var(Z1) + ... + Var(Z,). (2.7.15)
Preuve. On constate, par (2.7.8), que, lorsque Z1, ..., Z, possédent des moments d’ordre 2,

Var(izi)ziVar(ZiH 3 Cov(Z,2;), (2.7.16)
=1 i=1

1<i#j<n

qui se ramene a (2.7.15) lorsque Z; et Z; sont non corrélés V1 < i # j < n. On remarquera que cette derniere
condition est satisfaite lorsque Z; et Z; sont indépendants V1 <4 # j < n. L’hypothese de non-corrélation des
couples de vecteurs Z; et Z; pour ¢ # j est, bien entendu, plus faible que celle qui consiste & supposer que
Z1,..., 2y, sont indépendants deux a deux, et, a priori, dans leur ensemble.O]
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Chapitre 3

Lois normales.

3.1 Lois normales réelles.

3.1.1 Propriétés Générales.

Définition 3.1.1. Une variable aléatoire réelle Y suit une loi normale standard, ou loi normale centrée réduite,

ce qui sera noté symboliquement par'Y 4 N(0,1), ou Y 4 N1(0,1), si la densité de Y sur R est donnée par

teR. (3.1.1)

On note habituellement la densité d’une loi N(0,1) par ¢(-), et sa fonction de répartition par ®(-), out

Y

o) =By <y)= [

—00

1 Y 142
pt)ydt = — e”2dt, VyeR, (3.1.2)
V2T J oo

ol  est comme en (3.1.1). Ces notations ne doivent pas étre confondues avec celles qui désignent les fonctions
caractéristiques. On note habituellement ¢x (u) = E (exp(iuX)), pour u € R, la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire réelle quelconque X. Pour les valeurs de z € C ou elle est définie, on désigne habituellement
par ¥x (z) = E(exp(2X)) la fonction génératrice des moments de X.

Proposition 3.1.1. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire Y 4 N(0,1), suivant la loi normale
N(0,1) standard, est donnée par

oy (u) = E(exp(iuY)) = exp ( — %uQ), u € R. (3.1.3)

Preuve. On écrit que

oy (u) = \/% /Rexp (iuz - %22)dz = exp ( - %u2> (\/12? /R_iu exp ( - %zQ)dz> . (3.1.4)

Du fait que z — exp(—%z2) est une fonction analytique de z € R, le théoreme de Cauchy montre que

r—iu T =T —r—iu
/ +/ +/ —l—/ exp(—%zQ)dz:O.
—r—iu r—iu T —7r

Siz=2x+1iy € C, avec z,y € R, on note Re(z) = x et Im(z) = y, respectivement, la partie réelle et la partie

41
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imaginaire de z. La propriété ci-dessus, jointe au fait que | exp(—212?%)| = exp(Re(—35 22)), permet de vérifier que

] o)
—)Lffgof (/ - /Jexp -1 )dz) _g&% </T‘“+/:mexp(_ ;ZQ)dz>

< lim <f/|% Xp<f% 2)) —0. (3.1.5)

On obtient alors directement (3.1.3) & partir de (3.1.4) et (3.1.5).0.
Rappelons les notations (1.2.35)—(1.2.36)—(1.2.37).

Proposition 3.1.2. Les moments d’une variable Y 4 N(0,1) sont donnés, pour tout entier k € N, par

(2Kk)!

fioks1 = Moppr = B(YT) =0, pop = My = E(Y?F) = oh ol (3.1.6)
3 (2k)! B _ (2k+2)!
A1 =0, Ao =gy, B =0, o = FH (1)1 (3.1.7)
En particulier,
p =EBY =0, My=o0%=Var(Y)=1, M3=0, My=3, B =0, B=3. (3.1.8)

Preuve. Par (3.1.1), et en effectuant le changement de variable ¢ = v/2u, on constate que le moment poy =
E(Y?*) d’ordre 2k de Y vérifie les identités

2 [ 1 ok oo I'k+2 2k)!
Mok = —/ ?he= 3t gt = —/ uFm e du = 2F ( T 2) = (2k) )
V2r Jo NN I'(3) 2k k!

ce qui, compte tenu du fait que, par symétrie, pugr1 = 0, donne bien (3.1.6), puis (3.1.8) pour k& = 1,2. Ici, on
a fait usage des formules I'(3) = /7 et I'(r) = (r — 1)I'(r — 1) pour r > 1.0

Remarque 3.1.1. On peut utiliser la méme démonstration pour montrer que les moments absolus v, = E|Y|"
d’ordre r > 0 de Y sont donnés par (nous renvoyons a (4.2.1) pour la définition du symbole de Pochhammer
(a)p =T(a+p)/T'(a))

i)

v, =ElY|[" =22 22
()

=2"2(1),, pourre R (3.1.9)

[V

I(
T

On obtient, en particulier, que pour k € N,

alors que la relation (3.1.6) fournit

(2k)!
Vo = U2k = SR

On vérifie aisément, a I’aide de ces formules, que

n—00 Vp/n!

=0.
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Ceci implique que la série entiere Z;’ozo 2" (vp/n!) a un rayon de convergence infini. Cette propriété permet
d’établir I'identité, pour tout z € C

= ()" 2 2" 2, 22k ! 1
E(exp(zY)) =E (Z ( 3;) ) = Z o Hn = ,;J 2h)! (22’“kk):' = exp (327). (3.1.10)

n=0 n=0

On déduit de (3.1.10) lexistence, Vz € C, de la fonction génératrice des moments de Y, définie par
Yy (z) = E(exp(2Y)) = exp (52%). (3.1.11)

La notation X <V est utilisée pour exprimer que les deux variables aléatoires X et Y possedent la méme loi
de probabilité.
Définition 3.1.2. Soient u € R et 0 € RY. On dira qu’un vecteur aléatoire réel X suit une loi normale

N(u,0?), ce qui sera noté symboliquement par Y 4 N(u,0?), si X o7+ i, ouY 4 N(0,1).

Proposition 3.1.3. Soit une variable aléatoire X 4 N(p,0?). Alors, p = EX et 02 = Var(X). De plus, la
fonction caractéristique de X est donnée par

¢x(u) =E (") = exp (iup — 30°u?),  pouru € C, (3.1.12)

et, lorsque o > 0, la densité de X (relativement a la mesure de Lebesgue) existe, et est donnée par

1 _ 2
fx(x) = exp —u ,  pourz € R. (3.1.13)
V2w 202

Preuve. Par la Définition 3.1.2, on a ¢x (u) = E(exp(iuX)) = E(exp(iu(cY + n))) = ¢y (uo) exp(iup), ce qui,
grace a (3.1.3) donne directement (3.1.12).

Pour (3.1.13), il suffit de faire le changement de variable y = (z — p)/o dans (3.1.1) pour obtenir

eto) = Frio) || = ot (1) = (51).

ag

qui donne le résultat.O]

Proposition 3.1.4. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles indépendantes, de lois respectives N (1, 0%),
covy N(tin,02), et soient des constantes réelles ay,...,a,. Alors S = 2?21 a; X; suit une loi normale de pa-

rametres . .
SiN(Zajuj7Za§o?). (3.1.14)
j=1 j=1

Preuve. Comme les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes, la fonction caractéristique de leur
somme S est égale & ¢pg(u) = E(exp(iusS)) = H;L:I E(exp(iva;X;)). Par (3.1.12), cette derniére expression vaut
[T}—, exp(iup; — jo7aiu?) = exp(iud_f_, pj — 3 227, ajo;u?), ce qui permet de conclure.0

3.1.2 Quantiles de la Loi Normale Standard.

La table suivante fournit les valeurs numériques, a 0.001 pres, des quantiles supérieures d’ordre « de la loi

normale standard N(0,1). Si Y 4N (0,1) désigne une variable aléatoire suivant une loi normale standard (ou
centrée réduite), il est d’usage de noter ®(y) = P(Y < y) la fonction de répartition correspondante, et, pour
tout 0 < a < 1, de noter par v,, le quantile supérieur d’ordre « de Y (ou ®) défini (ici, de maniére unique) par

PY >vy)=1—0(vy) = (3.1.15)
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Lorsque 0 < a < 1, on a, de plus,

P([Y|<Vap2) =1-c. (3.1.16)
[e% Vq
10% | 1.282
5% | 1.645
2.5% | 1.960
1% | 2.326
0.5% | 2.576
0.25% | 2.807
0.1% | 3.090
0.05% | 3.291

Table 1. Quantiles supérieurs de la Loi Normale Standard.
La valeur de vy 504 =~ 1.960, voisine de 2, est particulerement utile dans les applications. On a, en effet

P(Y € [~1.960,17960]) ~ 95% = 0.95.

3.2 Lois normales vectorielles

On considere, dans ce paragraphe, le cas de variables aléatoires & valeurs vectorielles dans 'espace R¢ = M
des matrices colonnes a d lignes. Tout vecteur de cet espace sera, par convention, identifié a la matrice colonne
(d x 1) de ses composantes dans la base canonique de R<.

Les propriétés suivantes des matrices symétriques seront utiles par la suite (voir le §2.3).

Propriété 3.2.1. Une malrice X, symétrique réelle, (d x d), est dite positive, ce qui est noté ¥ > 0, si elle
vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) w'Yu >0 pour tout u € R ;

(#i) 1l existe une matrice réelle (d x d) P telle que ¥ = PP’ ;

(#31) 1l existe une matrice réelle (d x r) Q, de rang r = rg(Q) = rg(X) < d, telle que ¥ = QQ’ ;

(iv) Il existe une matrice orthogonale (d x d) H (c’est a dire, telle que H=1 = H'), telle que
¥ = Hdiag(A1,. .., A\m) H' = Hdiag(A1,..., ) HY, avec \; >0 pouri=1,...,d.

Définition 3.2.1. Un wecteur aléatoire réel Y € R? suit une loi normale standard dans R?, ce qui est noté
symboliquement par'Y 4 Ny(04,1) ouY 4 N, (0,1), si les coordonnées Yq,..., Yy deY = [ Y1 - Yy ]/
sont des variables aléatoires indépendantes, de méme loi N(0,1), normale centrée réduite.

Proposition 3.2.1. Soit une variable aléatoire Y 4 Ny(0g4,1y). Alors, E(Y) = Q4 et Var(Y) = 1. De plus, la
fonction caractéristique de Y est donnée par

oy (u) = E(e*Y) = exp (=3u'n)  pour weR?, (3.2.1)
et la densité de Y est égale a

fr(y) = @m)"exp(-Lyy), pour yeR™ (3.2.2)

Preuve. Tout d’abord, on a, par (3.1.6) et I'indépendance de Y7,...,Yy,
E(Y1) 0
EY) = | i |[=]:]
E(Yy) 0
et
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E(Y?) ... E(WYy) 1 .. 0
E(YzY1) ... E(Y?) 0 .. 1
L’indépendance de Y7, ..., Yy, combinée avec (3.1.3), montre de méme que, si u = [ Uy o Ug ]/, alors
d d
by (u) = ]E(exp(iu'Y)) = E(exp (12%}/})) = H E(exp(iquj))
j=1 j=1
= exp ( - %Zu?) = eXp(— %u'u),
j=1
ce qui établit (3.2.1). Par indépendance de Y7, ..., Yy, on obtient, en posant y = [ Y1 0 Yd ]/, que la densité

de Y est égale a

fr) = T ) = [T o) = I1 ()2 exp (- 4u2)).
j=1

Jj=1 Jj=1

ce qui mene & (3.2.2).0

Définition 3.2.2. Soient € R?, soit ¥ > 0 une matrice (d x d) positive, et soit Q une matrice (d x d) telle que
¥ = QQ On dit qu'un vecteur aléatoire réel X suit une loi normale Ng(p,X), ce qui est noté symboliquement

par X 4 Na(p, %), si X 4 QY +p, ouY 4 Nag(OQg,1y).

Pour vérifier que la définition 3.2.2 a un sens, il suffit de constater que la loi de QY + u, ainsi définie, est
indépendante du choix de la matrice ) vérifiant ¥ = QQ’. La proposition suivante établit cette propriété ainsi
que d’autres résultats utiles.

Proposition 3.2.2. Soit une variable aléatoire X < Na(p, ). Alors, E(X) = p et Var(X) = 3. De plus, la
fonction caractéristique de X est donnée par

dx(u) = E(ei“/x> =exp (iv'p — 3u'Su)  pour ueR? (3.2.3)
Dans le cas ot la matrice ¥ > 0 est définie positive, la densité de X existe, et est donnée par

fx(x) = (2m)~%2(det )"/ exp (-2 —p)'S (2 —p) pour z€ RY. (3.2.4)

Preuve. Comme E(Y) = Qg4 et Var(Y) = I, par la définition 3.2.2, et la formule (2.7.14) de la proposition
2.7.3, on voit que E(X) = Q E(Y) + u = u, et que

Var(X) = Var(QY) = Q Var(Y)Q' = QQ’ = 3.

De méme, par (3.2.1), on a les relations

odx(u) E(exp(iu’X)) = ]E(exp(iu'(QY + u)))

= 6y (Qw) expliu) = exp ( — $u'QQu) expliup),

ce qui donne directement (3.2.3).

Pour établir (3.2.4), on constate tout d’abord que le fait que ¥ = QQ’ soit réguliere implique que @ est
(d x d), inversible, telle que det(Q) = (det ¥)/2, et vérifiant ¥~ = {Q’}~'Q~'. Par le changement de variable
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y = Q Yz — p), effectué dans (3.2.2), on en déduit que

fx(2) ] (det Q) fy (@~ (& — )

= (et %) 2(2m) Y exp (—;(Q‘l(w QM- m)) ,

d’on la conclusion (3.2.4).0

Proposition 3.2.3. Soit X A Ny, ) un vecteur normal de R%. Alors, pour toute matrice (p x d) constante
(non aléatoire) P et pour tout vecteur constant v € RP, on a

PX +v < N,(Pu+v, PLP). (3.2.5)

Preuve. Compte tenu de (3.2.3), il suffit d’écrire que
1
E(exp(iv’(PX + y))) = exp (iv’(Pp +v)— iv'PZP/v),
pour conclure & la validité de (3.2.5).0

Corollaire 3.2.1. iV < Na(0g,14), alors, HY < Na(Og,14) pour toute matrice H, orthogonale (d x d).

Preuve. Par (3.2.5), on a HY £ Ng(0, HH'), d’ou la conclusion, du fait que HH' = T pour toute matrice
orthogonale H.O

Corollaire 3.2.2. Soit R? = E; @ ... ® E}, une décomposition de R? en somme directe de sous-espaces ortho-
gonauz, tels que E; L E; pour tout 1 < i # j < k, relativement au produit scalaire euclidien (u,v) = u'v de R?.

Soit Y & Ng(O,1) un vecteur aléatoire suivant une loi normale standard dans R et soitY =Y, +...+ Y,
son unique décomposition en somme de vecteurs tels que, pour chaque i = 1,...,k, Y; = Pg,(Y) € E;, ot P,
désigne la projection orthononale de R sur E;. Alors

1°) Les vecteurs aléatoires Yi,...,Yy sont indépendants ;

2°) Si, pour i = 1,...,k, d; = dim(E;) et e;1,...,¢e,q4, désigne une base orthonormée de E;, alors, les coor-
données Yi1,...,Y;q, deY; dans la base e; 1,...,€;q4, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi
N(0,1).

Preuve. Il est possible de construire une base orthonormée de R, composée des vecteurs €ij € R%, pour
1 <7 <di,etl <4 <K, telle que, pour chaque choix de i = 1,...,k, €;1,...,€;4, constitue une base
orthonormée de I'espace vectoriel F;. Le changement de base, passant de la base canonique de R? & cette
nouvelle base, ayant alors une matrice de passage orthogonale H, les coordonnées de Y dans la nouvelle base

seront données par HY A N4(04,1), ceci, par application du corollaire 3.2.1. Ceci implique que ces coordonnées
sont des v.a.r., mutuellement indépendantes et de méme loi N(0,1). On en déduit a la fois le 1°) et le 2°).0

3.3 Dépendances mutuelles de vecteurs normaux.

Dans ce qui suit, nous considérons une suite X; € R%, ..., Xy € R de vecteurs aléatoires suivant une loi
jointe normale. Il est commode d’exprimer ceci en écrivant que

X1 1 Y11 ... XN

: Nal | |- &+ - ; (3.3.1)
XN N EN,I . EN,N

[l

X =
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les entiers d; > 1,...,dy > 1 étant tels que d; + ... +dy = d, et
, . d
py=E(X;) eRY, X; eRY,  X; = Ny, (p,%5,),
Zj,j = Var(Xj) € Mdj7dj, Zj)g = COV(XJ‘,X@) S Mdj7d£, V1l < ]7£ < N.

Proposition 3.3.1. Sous les hypothéses (3.3.1), une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs

aléatoires X1, ..., XN soient indépendants est qu’ils soient non corrélés, i.e. que
Y= COV(Xj7Xg) = @d]‘,d[ V1<j#/{¢<N. (3.3.2)
Preuve. L’indépendance de X1, ..., Xy a lieu si et seulement si on a lidentité, Vu; € R% ..., Yuy € RN,

N N
E(exp {12 u;-Xj}) = H E(exp {iu;Xj}).
j=1 j=1
Par (3.3.1), cette relation s’écrit
N 1NN N L N
exp (iZu;uj -5 ZZu;ZMu@) = exp (iZu;uj -3 Zugzj,juj),
j=1 j=1¢=1 j=1 j=1

qui équivaut donc bien & (3.3.1). On observera que l’hypothése que la loi jointe de X1, ..., XN est normale est
essentielle pour la validité de la démonstration. En général, des vecteurs aléatoires non corrélés peuvent tres
bien étre dépendants.O]

Dans ce qui suit, nous considérons le cas particulier ot N = 2 dans (3.3.1), ce qui revient & poser

X1 «a pi| (X110 B2
X = =N, , ' ' . 3.3.3
[XJ B (|:/142 Yo1 Yoo ( )
Dans ce qui précede, et par la suite, nous supposons que X; € RP et Xo € R?, pour p > 1 et ¢ > 1. On pose
m=p-+gq.
Lemme 3.3.1. Sous [’hypothése que X3 o est définie positive, les vecteurs aléatoires X, — Z])QZ;’%XQ et Xo

sont indépendants, de lois respectives Np(p1 — El,ggiéuz, 11— 217222%2271) et Ny(p2,222). De plus, la loi
conditionnelle L(X1| X2 = x2) de X1 sachant Xo = xo est donnée par

LX1 X = 22) £ N, (,Ul + 31055 b (@2 — ), Sr — 21,22;;22,1). (3.3.4)
Preuve. On constate, tout d’abord, que
cov(X1 - 21722;7;)(2,)(2) = Do — 1955450, = Oy,
ce qui établit 'indépendance de X — 217222_)§X2 et Xo. Par hypothese, Xo = Ny(u2,X22). Enfin,
E(X; — El,zziéXz) =p1 - 21,22§,§M27
et

Var(X; — E1,222_5)(2) = Y1+ E1,222_522,1 - E1,222_522,1 - Z1,222_,522,1
= Yi1- 21,2E£§22,17

ce qui permet d’établir la premiere partie du lemme. Pour montrer (3.3.4), on observe que
,C(Xl — ELQEEESCQIXQ = .’Eg) = ,C(Xl - 21’2227’§X2‘X2 = 1’2) = ,C(Xl — Elygzi%Xg)
= N, (Ml — 21,2E£§M2, Y11 — 21,225522,1>,

ce qui permet de conclure a la validité de la relation (3.3.4).0



48 CHAPITRE 3. LOIS NORMALES.

3.4 Lois normales matricielles

L’introduction de lois normales matricielles est particulierement utile pour traiter des échantillons de vecteurs
aléatoires normaux dans R%. A cet effet, il conviendra de garder & I’esprit le cas particulier important suivant.
Dans le cas ot 'on observe un échantillon de vecteurs X1,..., X, € R? il est commode de ranger I’ensemble
de ces données sous la forme de la matrice (n x d)

X
X=|:|eMya & X=[X; ... X,]€Mqg, (3.4.1)
X
La formulation (3.4.1) présente, entre autres, 'avantage de permettre des écritures matricielles commodes,
comme

n
X'X =) X;X] € Maa. (3.4.2)
i=1
Il conviendra donc de s’accoutumer au fait que, dans un tel formalisme, la taille n de I’échantillon correspond
au nombre de lignes de X, tandis que la dimension d de I'espace ou les observations prennent leurs valeurs
correspond au nombre de colonnes de X. L’opération Vec(-) permet de passer de la forme matricielle & la forme
vectorielle de ces objets aléatoires. Compte tenu de I’application considérée, il convient de I’appliquer non pas
a X, mais & sa transposée X', du fait que, avec les notations (3.4.1),

X1
Vec(X') = | : | eR™. (3.4.3)
Xn
Dans le cas d’un échantillon X;,..., X, issu de la loi normale Ny(u,Y), les moments de Vec(X') s’expriment
simplement, puisque
12 b v @d
E(Vec(X’)) =l =1, u et Var(Vec(X’)) =l: . =% (3.4.4)
M Qg ... X
On peut donc écrire, compte tenu de (3.4.4), que
Vec(X') £ Nan (nn ® 11,1 @ 2). (3.4.5)

Nous considérons donc ici, dans un cadre plus général que celui de I’échantillon, des matrices aléatoires X a
valeurs dans ’espace M,, 4 des matrices (n x d). Compte tenu de (3.4.3), nous dirons que X suit une loi normale
matricielle dans M,, 4 si et seulement si Vec(X') suit une loi normale vectorielle dans R9". Dans la suite, il sera
commode d’adopter le formalisme suivant.

Définition 3.4.1. Soit M € M, q une matrice réelle (n x d) (a n lignes et m colonnes), et S une ma-
trice symétrique positive (dn x dn). On dit que la matrice aléatoire (n x d), X, suit la loi normale matricielle

Ny.a(M,S), ce qu'on note X 4 Ny.a(M,S) si Vec(X') 4 Nan(Vec(M'), S). En résumé,
d n a /
X< N, (M, S), XeMpa & VeelX') 2L Ny, (Vec(M ), S). (3.4.6)

Sous ces hypotheses, on dit que X est une matrice aléatoire gaussienne ¢ valeurs dans My, 4

On remarquera que, dans cette définition, M = E(X) et S = Var(Vec(X)). Dans la suite, compte tenu de
(3.4.5), nous nous limiterons essentiellement au cas ol cette derniére matrice est de la forme S=C® D, C >0
et D > 0 étant des matrices symétriques positives. Les exemples qui suivent illustrent les cas particuliers les
plus importants ou cette propriété est vérifiée.
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Exemple 3.4.1. Nous reprenons le cas, décrit dans (3.4.4) et (3.4.5), ou X/ = [Xl Xn], dans le cas ol
les X1,...,X, forment une suite de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi Ny(p, X). Alors,

M=EX)=1,®u =11/, E(Vec(X))=Vec(M')=1,2pu, et Var(Vec(X')) =1, .
Compte tenu de (3.4.5), on en déduit la version correspondante de (3.4.6), soit
X! X,

X=|:|% Nn,d(nnu',nn ® z) & VeeX)=|:|4< Ndn(lln ® 1,1 @ z). (3.4.7)

X! X,

Plus généralement, si X 4 Ng(p1,%),..., X, 4 Nyi(pn,2), et si

X1 1
X=|:| e M=EX)=|:]|, (3.4.8)
X/ :u/
on a
X! X,
X=|:|<Nug (M, I, ® 2) & VeeX)=|: | LNy (Vec(M’), I, ® 2). (3.4.9)
X/ X,

Exemple 3.4.2. Nous considérons maintenant un cas sensiblement généralisé par rapport a celui de ’exemple
précédent. Partant, comme dans ce dernier, de X' = [Xl Xn] € Mg, o Xq,...,X, composent une
suite de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi N,,(u, X), nous posons

Y =PX'Q=|[ PX; .. PX,|QeM,, et Y=QXP eM,,, (3.4.10)

ou P € M, 4 est une matrice (r x d) et Q € M,, ; une matrice (n x s). Par (2.5.3), en supposant que les matrices
P, @ soient constantes (non aléatoires), on obtient que

Vec(Y') = Vee(PX'Q) = (Q' ® P)Vec(X'),

et donc, en posant M = E(X), et en écrivant (comme dans (3.4.4)) que E(Vec(X')) = Vec(M’) = 1,, ® u, on
obtient, compte tenu de (3.4.4), et par une application du (iii) de la propriété 1.1, que

E(Vee(Y))

E(Vec(PX’Q)) - JE((Q’ ® P)Vec(X’)) = (Q' @ P)Vec(M')
= (@®P)(1,®u) =Q'1l,® Ppu.
De méme, compte tenu de (3.4.4), en faisant usage des (iv) et (z) de la propriété 1.1, on obtient que
Var(Vec(Y’)) - Var((Q' ® P)Vec(X’)) Q' ® P)Var(Vec( )) (Q ® PY
= (QeP)(l,®%)(Q®P)=QQx PXP.
Comme, par (3.4.4), E(X) = 1, ® y/ = 1,4, de toute évidence,
E(Y) = E(QXP') = Q' (1Ly)P' = Q'L.(Pp)',

on en déduit que

e

Y = Q'XP’ N, (Q’ﬂn(P,u)’, Q0® PZP’), (3.4.11)

et
Vee(Y) £ N, (Q’lln ®Pu,QQ® PZP’). (3.4.12)

On remarquera ici que les matrices Q'Q et PX P’ sont toujours positives. Ceci implique, par la propriété 2.5.1
(viit), que Q'Q ® PX P’ est positive.
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Exemple 3.4.3. Nous considérons maintenant le cas particulier de ’exemple 3.4.2, obtenu en choisissant

P =1, et Q € M, dans (3.4.10). Dans ce cas, Y = Q'X avec X' = [Xl Xn] € Myg,on Xq,..., X,
désignent des vecteurs aléatoires indépendants de lois respectives Ny(p1,Y%), ..., Na(tn, ). Posons M’ =
E(X) = ... pn |. Soit @ € M, s une matrice (n x s) constante (non aléatoire), et soit la matrice

(s x s) constante C = Q'Q. Alors, par (3.4.11),

Y =QX<LN, (QMCaY). (3.4.13)

Nous revenons maintenant au cas général ou X € M,, 4 est comme en (3.4.6). Il se trouve que la loi de la
matrice aléatoire normale X < N, a(M,S) s’exprime alors simplement lorsque S est de la forme S = C ® D,
comme le montre le théoreme suivant. On retiendra de I'exemple 3.4.3 que si Z 4 Ny a(R, I, ®@%) et Q € M,

est une matrice constante, alors X = Q'Z 4 N,.a(Q'R, (Q'Q) @ X) est bien de la forme N, 4(M,C ® D), avec
M=QR,C=QQetD=7.

Théoréme 3.4.1. Soit X < Np.a(M,C®D) une matrice normale aléatoire (nxd), o C > 0 et D > 0 sont des
matrices définies positives, de dimensions respectives (n X n) et (d x md). Alors, X a une densité relativement
a la mesure de Lebesque sur My, 4 < R donnée par

1
F(X) = (2m)"%2(det C)~%2(det D)""/? etr( — 5 CTHX - M}DTHX - M}’)
1
= (2r)"9/2(det C)"™/2(det D)~ "/? etr( -5 D YX - M}y C X~ M}), (3.4.14)
ot X varie dans l'espace M,, 4 des matrices réelles (n x d).

Preuve. Posons Z = Vec(X') et u = Vec M’. Par (3.4.6), 'hypothese que X 4 N, a(M,C ® D) équivaut a ce
que Z = Vec(X') 4 Nan(vec(M'),C @ D). Comme (voir la propriété 2.5.1 (viii)) C >0et D > 0= C®D > 0,
ceci implique que la densité de Z dans R est donnée par

9(2) = (2m) "/*(det C)~"/*(det D)""/* exp (—é(z - (CeD)™(Z - u))
(2m) /2 (det C)~2(det D)~/?

X exp (—;(Vec({X — M}’))l(C@J D)t (Vec ({X - MY} )) ,

en posant u = Vec M’, et faisant usage de la formule det(C' ® D) = (det C)¢(det D)™ (propriété 2.5.1 (vii)).
Nous écrivons maintenant I'identité du lemme 2.5.2 (4i7) sous la forme particuliere

tr(BX'CX) = (Vec(X)) (B’ @ €)Vec(X). (3.4.15)
Comme, par la propriété 2.5.1 (v), (C ® D)~! = C~1 ® D~1, I'observation que les matrices C~! et D~! sont
définies positives, permet d’appliquer (3.4.15) avec X = {X — M}/, B = B’ = C~! et € = D!, pour obtenir
I’identité
1 P 1
(Z=w(CeD) M Z-p = (Vee({Xx—M})) (€™ ®D™)(Vec{X —M}))
= u(CTHX - M}D X - MY),

ce qui permet d’établir la premiere partie de (3.4.14). La seconde partie de (3.4.14) se déduit de la premiére en
appliquant l'identité tr(AB) = tr(BA), avec A= C X~ M} et B= DX - M}.O
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Remarque 3.4.1. Considérons a nouveau le cas particulier ou

d
X=[X1 ... Xo]' & Npa(l,®p,L, @Y%),
ce qui correspond (voir 'exemple 3.4.1) a des vecteurs aléatoires X1, ..., X,, indépendants de méme loi Ny(p, X).
Une démonstration plus directe de la version correspondante de (3.4.14) est alors possible en constatant que la
densité jointe de X1, ..., X, est donnée par

n

FX) = (2m) 2 (det £) 2 exp ((— % > (X = 57X = )
=1

= (2m)"™/2(det 2)—"/2etr( — %Z(Xi — 'S X - u))

i=1

(2m)~""/?(det E)_"/Qetr( - %2‘1 Z(Xi —w)(X; — M)/)

1
= (2m)"%/2(det Z)_"/Qetr( — 52_1(X -1 p) (X — Il;wu)),

ce qui s'identifie au cas particulier de (3.4.14) obtenu pour C =1, D = X et M = 1/ p.
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Chapitre 4

Lois du Y2 et de Fisher

4.1 Lois du x? Centrées

4.1.1 Propriétés Générales.

Nous commengons par effectuer quelques rappels concernant les fonctions gamma et béta d’Euler (dues au
mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783)) univariées, qui sont respectivement définies par

F("’) = Fl(?‘) _ /oo t7-_le_tdt et ﬁ(n S) _ 51(7”, S) _ /01 t7-_1(1 _ t)s_ldt7

0
pour Re(r) >0 et Re(s)>0.
Il y a, naturellement, d’autres moyens de définir ces fonctions, mais ces derniers ne seront pas utiles dans le

contexte présent. On se réferera, par exemple, au Ch. 6 de la référence ci-dessous (voir pp. 255-293), pour
davantage de détails a ce sujet.

Abramowitz, M. et Stegun; I. A. (1972). Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and
Mathematical Tables. Dover, New York.

Propriété 4.1.1. Les fonctions gamma et béta satisfont les identités suivantes.

(i) T(n)=m-1) pour neN*; (4.1.1)
(ii) T(r)=(r—1I(r—1) pour Re(r)>1; (4.1.2)
(iii) T(r)T(s) =T(r+s)B(r,s) pour Re(r)>0 et Re(s)>0; (4.1.3)
(iv) T (%) =+r. (4.1.4)

La relation (4.1.2) permet de prolonger la définition de la fonction T'(r) pour des valeurs de r € C telles que
Re(r) ¢ {0,—1,—2,...}. Nous serons ici principalement intéressés par la définition de la fonction gamma sur
RT. Celle-ci permet de définir la loi gamma comme suit.

Définition 4.1.1. Soient r > 0 et A > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi T'(r,\), ce qui est

noté symboliqguement par X 4 L(r,\), si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) La densité de X est donnée par

A " e M pour x > 0,
I'(r)

fx (@) = (4.1.5)

0 pour z < 0.

53
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(it) La fonction caractéristique de X est donnée par

iu

¢x(u) = (1 - /\> _T, pour wu € R. (4.1.6)

Proposition 4.1.1. Les conditions (i) et (ii) de la définition 4.1.1 de la loi T'(r,\) sont équivalentes et
définissent une loi de probabilité. De plus, on a les propriétés suivantes.

(i) XLT(r)\) < I\X LT(r1);

(i7) Pour tout s € RY, le moment d’ordre s de X £ L(r,\) est égal a

Cmixsy s JL )]
s =E(X?) =\ { () } =A (T)S. (4.1.7)
En particulier,
P =AM =r(r+1)...(r+n—-1) pourneN, E(X)= % et Var(X) = % (4.1.8)

(791) S1 X1 < I(ri, A) et Xo < I'(rg, A) sont indépendantes, alors X1 + Xo 4 D(ry + 7o, A).

Preuve. Nous renvoyouns a (4.2.1), au paragraphe 4.2, pour une définition générale du symbole de Pochhammer
(r) ,» utilisé dans (4.1.7) et (4.1.8). Nous nous limiterons ici a la formule, pour r > 0,

D(r+mn)

(r)n:r(r+1)...(r+n—1): e

Si X suit une loi T'(r, A), la densité de Z = AX, obtenue par le changement de variable z = Az, est donnée par

f2) = 1x(o)|5] = pxOton
_ l_‘?;)()\lz)rlez/\lzr(lr)zrlez pour >0,

d’otr le (4). En faisant usage de cette propriété, nous pouvons vérifier le calcul de la fonction caractéristique,
énoncé dans la définition 4.1.1, en nous limitant, sans perte de généralité, au cas ou A = 1. Nous nous servons
alors de I'analyticité de la fonction z — 2" 1e™* dans le domaine C — {0}, pour constater, & I'aide du théoréme
de Cauchy, que, pour tout choix de R > 0 et de § € (—7/2,7/2), on a I'identité

/ 2" re % dz — / 2" re T dz 4+ / 2" te"%dz = 0.
z€ Rx]0,1] 2€ Rel? x[0,1] z€{Rel*:a€0,0]}

Comme, lorsque R — oo, quelque soit 0 € (—7/2,7/2) fixé,

/ Z"7re7dz| < R"!exp(—Rcosf)
z€ {Rel*:a€[0,0]}

/ dz
z€ {Rei*:a€(0,0]}
< (mR)R"!exp(—Rcosf) — 0,

on en déduit que

lim zr_le_zdz:/ 2" le%dz
R—00 J e Rx[0,1] zER*

= lim zr_le_zdz:/ 2" le 7%z,
R—00 J e {Ret? x[0,1]} z€ elf xR+
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On constate ensuite que, pour tout u € R, § = arg(l — iu) € (—n/2,7/2) [2x]. De la sorte, le changement de
variable z — x, défini par z = (1 — iu)x, permet d’obtenir, & I’aide de 'identité ci-dessus, avec 6 = arg(1l — iu),

1 [ ~ 1
Ox(u) = 7/ " lem Wz g — (1 — _”—/
X =5y, 750 s

1
= (1- iu)_T—/ 2 e dy = (1 —iu) ™",
z€RT

2" le%dz

I'(r)

ce qui permet de conclure a la validité de la formule (4.1.6).

Pour établir le (ii), on observe tout d’abord que 'égalité E(X*®) = A™°T'(r + s)/T'(s) est triviale, par la définition
méme de la fonction gamma. On obtient ensuite E(X™) = A™"(r),, par (4.2.2) lorsque n € N. En appliquant
cette formule pour n =1 et n = 2, on achéve la démonstration de (4.1.8).

Enfin le (¢ii) est une conséquence directe de la relation (4.1.6), qui implique que ¢x, dx, = dx,+x,.-0

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition des lois du x? centrées, en nous appuyant sur la
définition 4.1.1 et la proposition 4.1.1 ci-dessus.

Définition 4.1.2. Une variable aléatoire Z suit une loi du x2, dite loi du Khi-deux centrée a n degrés de

liberté, ce qui est noté par Z 4 X2, ou Z 4 X2(0), si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée.

() Z20(3,8);

272

(ii) La densité de Z est donnée par

27n/2 n/2-1 9 0
gn(2) =2 T(nj2)~ exp(—2/2), pour z >0, (4.1.9)
0 pour z < 0.
(#4i) La fonction caractéristique de Z est donnée par
bz(u) = (1 —2iu)"™2,  pouru € R. (4.1.10)

Proposition 4.1.2. Pour tout n > 1, le moment p,, = E(Z™), d’ordre m, de Z 4 X2 est donné, pour tout
m € N, par
P, =27 (n/2)m =nn+2)...(n+2m—2), E(Z)=mn, Var(Z)=2n. (4.1.11)

Preuve. On constate que (4.1.11) est un cas particulier de (4.1.8) correspondant & r =n/2 et A =1/2.0

Théoréme 4.1.1. Soit X < Ny(0,%), ot ¥ > 0 est une matrice définie positive. Alors X'X 71X 4 X3
Preuve. Posons X = PY, ot P est une matrice telle que PP’ = 3, et donc P/~'P~! = ¥~!. On a alors
y £ Ng(O,I), et X’S71X = Y'P'P/7'P7'PY = Y'Y. Maintenant, si ¥ = [ Y1 -+ Yy }/, le fait que
y 4 N4(O,1) équivaut au fait que les v.a.r. Y1,...,Y; sont N(0,1) et indépendantes. Comme Y'Y = Zle Y2,
compte tenu du (ii¢) de la proposition 4.1.1, il nous suffit d’établir que, si T' £ N(0,1), alors Z = T? 4 3.
Pour établir cette derniére propriété, on constate, par (3.1.1), et en effectuant le changement de variable t = /2
dans la densité p(t) de la loi normale N(0,1), que la densité de Z est donnée par

9-1/2
I'(1/2)

ol nous nous sommes servis du fait que I'(1/2) = /7 (propriété 4.1.1(7v)). Compte tenu de la définition 4.1.2,
on obtient bien ainsi le résultat voulu.O

fz(2) = 2¢(t) %‘ =¢(Vz) P 21?2 Lexp(—2/2) pour z >0,
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4.1.2 Quantiles supérieurs de la Loi du y? Centrée.

Soit Z < X2 une variable aléatoire suivant une loi du x? (centrée) & n degrés de liberté. Pour chaque valeur de
0 < a < 1, on désigne habituellement par Xi,a le quantile supérieur d’ordre « de la loi du x2, c’est & dire, la
valeur telle que

P(Z>x24) = (4.1.12)
Plutot que X%,w il est commode de tabuler le rapport
2
Xna _ o (4.1.13)
n ,

En effet, si Z, 4 x%(n), la loi des grands nombres implique que Z,/n — 1, lorsque n — co. Le choix donné par
(4.1.13) implique ainsi que, indépendamment de « € (0, 1), lorsque n — oo,

X2

e =FY o 1=FS . (4.1.14)
n : ;
Lorsque n > 30, la formule approchée !
1
X ™ 5{\/271—1—1—%}2, (4.1.15)

fournit une excellente approximation de la valeur numérique de x?2 . Celle-ci s’avere bien meilleure que I’ap-
;

proximation fournie par le théoréme central limite (Z, —n)/v2n < N(0,1), soit

X o =N+ VY20, (4.1.16)
n | a=10% | a=5% | a=1%
1 2.71 3.84 6.63
2 2.30 3.00 4.61
3 2.08 2.60 3.78
4 1.94 2.37 3.32
5 1.85 2.21 3.02
6 1.77 2.10 2.80
7 1.72 2.01 2.64
8 1.67 1.94 2.51
9 1.63 1.88 2.41
10 1.60 1.83 2.32
12 1.55 1.75 2.18
15 1.49 1.67 2.04
20 1.42 1.57 1.88
24 1.38 1.52 1.79
30 1.34 1.46 1.70
40 1.30 1.39 1.59
60 1.24 1.32 1.47
120 | 1.17 1.22 1.32
00 1.00 1.00 1.00

2
. . sz Xna :
Table des quantiles supérieurs pondérés == de la loi du 2.

Exercice 4.1.1. Vérifier que les approzimations fournies par (4.1.15) et (4.1.16) sont équivalentes lorsque
n — oo. Comparer les résultats qu’elles fournissent, pour n = 30 et @ = 5%, a la valeur fournie par la table
ci-dessus.

1. Voir : Thompson, C. (1941/42). Tables of percentage points of the x?2 distribution. Biometrika. 32 188-191.
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4.2 Lois du x? non Centrées

Les propriétés suivantes des fonctions hypergéométriques univariées seront utiles par la suite. Tout d’abord, le
symbole de Pochhammer univarié (a)k est défini, pour @ € C et k € N, par

1 si k=0,
(a>’f'_{ ala+1)...(a+k—=1) sik>1. (4.2.1)
Dans le cas ot Re(a) > 0 on peut remplacer cette définition par

_Tla+k)
(a) = T (4.2.2)

On notera que la définition (4.2.2) donne un sens & (a)i pour a, k € R, avec min(a,a + k) > 0.

La fonction hypergéométrique univariée généralisée ,F, est définie, pour tout choix de p,q € N, ay,...,a, € C,
et bi,...,by € C— {—N}, comme la somme (lorsqu’elle converge) de la série entiére
o0
(a1)n -~ (ap)w 2*
E(at,...,ap;b1,...,bg;2) = ~2 PR pour z €C. 4.2.3
pFalar p> 01 4 %) ;(bl)k-“(bq)k o P ( )

Remarque 4.2.1. La propriété suivante, dont la démonstration, élémentaire, est omise, montre que ,Fj ne
présente d’intérét pratique que si ¢ > p — 1.

Propriété 4.2.1. (i) Le rayon de convergence r, de la série entiére pFy(aq,...,ap;b1,...,bg; 2), vérifie
00 siq =D,
r= 1 sig=p—1,

0 siqg<p-—2.

(73) On a les cas particuliers suivants, pour ,Fy, p,q=0,1, avec a € C et z € C.

oF1 (3 32) = cosh/z = (eV? +e7V7) /2.

3=l exp (flz) pour z >0, (4.2.4)

la densité d’une loi du x2 centrée, et soit K 4 Po(d/2) une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
d’espérance 6/2, avec § € RT, c’est a dire, telle que

(30)"

P(K = k) = =25

exp (—%5) ,  pour k e N. (4.2.5)

On dit qu’une variable aléatoire Z suit une loi du Khi-deux non centrée, a n degrés de liberté, de paramétre de

décentrement §, ce qu’on note symboliguement par Z 4 X2 (6), si la densité de Z est définie par

oo

fz(z) = ZIE”(K = k)gn+ok(z), pour z >0, (4.2.6)
k=0
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Remarque 4.2.2. On retiendra de cette définition une construction commode de Z 4 X2 (8). On définit Z et
K sur le méme espace de probabilités, de telle sorte que K suive une loi de Poisson d’espérance §/2, et que
la loi conditionnelle de Z sachant {K = k} soit une loi du x7,,,(0), centrée & n + 2k degrés de liberté. Ceci
justifie la formule symbolique

X2(6) £ 32 i (0). (4.2.7)

Remarque 4.2.3. Une expression analytique de la densité fz d’une loi du x2(§) est aisément obtenue en
1

explicitant (4.2.5) et (4.2.6). En remarquant que, par (4.2.1)-(4.2.2), (3n)y = I'(3n + k) /T'(3n), et en faisant
usage de (4.2.4), on obtient ainsi les identités

z%nJrkfl

oo (15\k
fz(z) = eXP(—%(S)Z(z:!) I‘2( exp(—%z)

> l(SZ b _ln 1 1 1
= exp (—%6) (Z k!4( ) > I?(én) 22" exp (—52)
= exp (755) oF1 (%n, %52) gn(2). (4.2.8)

Proposition 4.2.1. La fonction caractéristique de Z 4 X2 (6) est donnée par

iud
1 — 2iu

bz(u) = (1 — 2iu)~"™/? exp ( ) pour u € R (4.2.9)

Preuve. Par les relations (4.1.10) et (4.2.6), et en remplagant P(K = k) par sa valeur, donnée en (4.2.5), on
obtient que

oo oo (1 k
dz(u) = Y P(K =k)(1—2iu) "> =(1-2u)"?> (2:!) (1 — 2iu) " exp (—16)
k=0 k=0

15
(1 — 2iu)~"/? exp (1 _2 T %5) ,

ce qui donne directement (4.2.9).0

Remarque 4.2.4. Il est important de constater que, si Z 4 X2 (6), alors, pour toute constante ¢ # 0, Z + ¢ ne
peut pas suivre une loi du x2(4’), quelle que soit la valeur de §. En effet, par (4.2.9),

bzic(u) = (1 —2iu)""?exp (m{ 1 —62iu + c})
(1- Qiu)_”/2 exp (iu{(S te- 21u0}> ,

1 — 2iu

expression qui ne peut se mettre sous la forme

5/
— 9iu) /2 i
(1 — 2iu) exp <1u{ T }) ,

pour un choix convenable de ¢’, & moins que ’on ait ¢ = 0.

Proposition 4.2.2. Si 7, < X5, (61) et Zy 4 X5, (62) sont indépendantes, alors Zy + Zo < Xa, 4ny (01 4 02)

Preuve. Il suffit de constater que ¢z, 42, = ¢z, ¢z,, ce qui s’obtient comme conséquence directe de (4.2.9).0
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Proposition 4.2.3. Les moments d’ordre 1 et 2 de Z 4 X2 (8) sont donnés par

E(Z)=n+d et Var(Z)=2n+ 40. (4.2.10)

Preuve. Soit V,, une v.a. suivant une loi du x2 et K une v.a. de Poisson d’espérance §/2. On déduit de la
Remarque 4.2.3 que

(39)"

E(z") =E(E(Z" | K)) = kZ_OE ™ e P k):kzozm(é(wr%))m - exp (—40)

(SIS

Un calcul simple de cette expression est possible pour m = 1, ce qui donne, avec E(V,,42r) = n + 2k, et
E(K)=4/2,
E(Z) =E(n+2K) =n+0.

Pour m = 2, on procéde de méme, posant E(V,2,,,) = (n + 2k)(n + 2k + 2) et E(K?) = (6/2)(1 4 6/2), puis
écrivant que

E(Z?) n(n+2) +4(n + DE(K) + 4E(K?) = n(n +2) + 2(n + 1)§ + §(2 + 0)

= (n+8)*+2n+46 =E(2)* +2n + 46,

d’ott on déduit (4.2.10).0
Théoréme 4.2.1. Soit X < Ng(p, YD), ou X > 0 est une matrice symétrique, (d X d), définie positive. Alors :
. 1y d _
(i) X'STX S (WS ) (4.2.11)

(i) (X —pyS7HX —p) £33 (4.2.12)

Preuve. Pour établir le (i), on commence par poser X = PY, oti P est une matrice telle que PP’ =%, et Y,
telle que Y 4 Ng4(v,T). On obtient alors que X’Y"1X = Y'Y, et u’S~ !y = v/v. Le probléme se raméne donc &
démontrer que Y'Y < X3 (V'v).

11 est toujours possible de choisir une matrice C, orthogonale (d x d), telle que

Cv

|
Q
|

En posant Z = CY, on constate, d’une part, que Z’Z = Y'Y, et d’autre part, que

Z
Z=| : |2 NCr,CIC") L Ny(Cr,T),
Zq

ce qui implique que les v.a.r. Z1, Zs, ..., Z; sont indépendantes, de lois respectives 21 4N NWv'v,1), et Z; 4
N(0,1) pour j = 2,...,d. Comme alors, par le théoreme 4.1.1, ZJ 222 =xi, = Xd 1(0), et compte tenu

de la proposition 4.2.2, le probléme se rameéne a montrer que si V = N(61/2, ), alors T = V2 4 x3(8). Pour
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établir cette dernieére propriété, on obtient d’abord, & partir de la densité de V' 4N (v,1), donné par (3.1.13),
et en posant z = x? (ce qui équivaut & x = /z , ou x = —\/2 ), que

- () o)

dz

fr(2) (fv(z) + fv(—x))

1 273
= e (~40) 5 [e((62)'12) +exp(~(59)")] Tyt e (-32)
2
277
= exp (—%5) cosh (\/@) 12 2271 exp (—%z) .
I'(3)
Pour conclure, il suffit de vérifier par identification des développements, que
cosh(u) = i u? = oF1 (l lUQ) . (4.2.13)
— (2n)! 204

Finalement, pour établir le (i7), on applique le (i) & X — p = Nd(O ¥).0

Corollaire 4.2.1. Soit X < Na(p,02T), 0t o > 0 est une constante non nulle. Alors, en notant ||u|| = {u'u}*/?
la norme euclidienne sur R%, on a les identités en loi

. d 1

) 5 IXIP L3 (0P (12.14)
1 )

(i) IX —nl? 23 (42.15)

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme 4.2.1 & la variable o=t X 4 Ng(o=1p,1).0

Corollaire 4.2.2. Soit R = E| @ ... ® E) une décomposition de R% en somme directe de sous-espaces or-
thogonauz, tels que E; LE; pour tout 1 < i # j < k, relativement au produit scalaire euclidien (u,v) = u'v

de RY. Soit v £ Ny(M,0?T) un vecteur aléatoire suivant une loi normale de matrice de variances-covariances
proportionnelle & Uidentité dans RY, avec o > 0. Soit Y = Y1 + ...+ Y}, Uunique décomposition de Y en somme
de vecteurs tels que, pour j = 1,...,k, Y; = Pg,(Y) € Ej;, ot Pg, désigne la projection orthogonale de R
sur E;. Désignons de maniére analogue par M = My + ...+ M;, l'unique décomposition de M en somme de
vecteurs tels que, pour j = 1,...,k, M;j = Pg,(M) € E; soit la projection orthogonale de M sur E;. On a alors
les résultats suivants, en notant ||lu|| = {u'u}/? = (u,u)'/?

1°) Yi,..., Y, (et, par conséquent, Y/Y1 = |[Y1|]2,..., YY) = | Y|?) sont indépendants ;

la norme euclidienne sur R<.

2°) Si, pour j =1,...,k, dj = dim(E;), avec di + ...+ d = d, alors, pour chaque j =1,... k,

VY= .Y = P 28, (M) £ (00, 0)) £33, (S I 17). (42a6)

3°) On a lidentité

k k
1 d
VY = (V) =Y =305 e vy E( ). (4.2.17)
j=1 j=1

Preuve. On se ramene au cas o2 = 1. Il est possible de construire une base orthonormée de R¢, soit {eji:
1 <i <dj,1 < j <k}, telle que, pour chaque choix de j = 1,...,k, {ej1,...,¢e54;} constitue une base
orthonormée de E;. Le changement de base, passant de la base canonique de R? & cette nouvelle base, ayant
alors une matrice de passage orthogonale H, les coordonnées de Y dans la nouvelle base seront données par
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HY £ Ny(HM,T), cette derniere identité se déduisant du corollaire 3.2.1. Ceci implique que les coordonnées de
Y dans cette nouvelle base sont mutuellement indépendantes, suivant chacune une loi normale de variance 1.
On en déduit le 1°).

Pour établir le 2°), par linéarité de la projection, on constate que, pour j = 1,...,k, M; = Pg,(E(Y)) =
E(Pg,(Y)) = E(Y}). Soit ); la matrice colonne des coordonnées de Y; dans la base e;1,...,¢€;4,. On a, comme
ci-dessus, V; = HYj, de sorte que M; = E(Y;) = HM;. Comme la matrice de variances-covariances de )); est la

matrice identité I de dimension dj, on a, par (4.2.14), Y} Y 4 ij (M M;). On conclut a la validité de (4.2.18)
en constatant (du fait que HH' = 1) que, pour j =1,...,d, Y} V; =YY}, et MM = M]M;.

Finalement, le 3°) ne fait qu’exprimer la relation de Pythagore entre les composantes orthogonales Yi,..., Y}
de Y.O

Corollaire 4.2.3. Soit ¥ > 0 une matrice (d x d) définie positive, et soit RY = Fy @...® F}, une décomposition
de R% en somme directe de sous-espaces orthogonauz, tels que FiLF; pour tout 1 < i # j <k, relativement

au produit scalaire (u,v)y,—1 = v/ v de R?. Soit X 4 Nqg(M, %) un vecteur aléatoire normal de matrice de
variances-covariances ¥ dans R?, et soit X = X1+...+ X}, son unique décomposition en somme de vecteurs tels
que, pour i = 1,...,k, X; = Pp,(X) € E; désigne la projection orthogonale (relativement au produit scalaire
(u,v)5,1 = u/'S 7 de R?) de X sur F;. Désignons de maniére analogue par M = My + ... + My lunique
décomposition de M en somme de vecteurs tels que, pour i = 1,...,k, M; = Pg,(M) € E; soit la projection
orthogonale (relativement au produit scalaire (u,v)y,—1 = w'S"'v de R?) de M sur E;. On a alors les résultats
suivants.

1°) X1,..., Xk (et, par conséquent, X{X 71 X1,..., X} X7t X} ) sont indépendants ;

2°) Si, pour j =1,...,k, on désigne par d; = dim(F}) la dimension de Fj, alors

_ d _
XXX = (X5, Xj)n-1 = X3, (MJ/-E 1Mj) = X3, ((Mj»Mﬁz—l) (4.2.18)
3°) On a lidentité
k k
XEX = (X, X)y1 =Y XS = (X0 Xi)w ot £13 (M'E*lM). (4.2.19)
1=1 =1

Proof. On se ramene au Corollaire 4.2.1, en posant X = PY pour une matrice P telle que PP’ = X.00

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes simples pour que X’BX suive une loi du

x?, lorsque X 4 Na(p,1g).

Théoréme 4.2.2. Si X < Na(p,1g), et si B est une matrice symétrique (d x d), alors, X' BX suit une loi du
X3 (8) si et seulement si la matrice B est idempotente, i.e. telle que B> = B. Dans ce cas, le nombre de degrés
de liberté k et le paramétre de décentrement 0 sont donnés respectivement par

X'Bx < Xi(6) avec k=1g(B)=tr(B) et &=y Bu. (4.2.20)
Preuve. Supposons tout d’abord que B soit idempotente de rang k. Comme B est, de plus, symétrique, il
existe, par (2.2.10), une base h1,...,hg orthonormée de R?, composée de vecteurs propres de B, telle que, la
matrice H = [hl o hd] soit une matrice orthogonale vérifiant les identités
I, O .,
B=H 0 O H', tr(B)=rg(B)=k, (4.2.21)

et, par conséquent
I, O

/ o / /
X'BX = (H'X) [@ e

} (H'X). (4.2.22)
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Comme H est orthogonale, Y = H'X = [Yi ... Y] est de loi Y L Ny(H'p, H14H) = Ny(H'p,1y).
Ceci implique que les v.a.r. Y7,..., Y, sont indépendantes et de lois respectives N(v4,1),..., N(vg4,1). Posons
v=Hp=[mn .. Vd}/. La relation (4.2.21) montre alors que

I, O I, O
W=y [ o) =v [§ gl =30

j=1
Cette relation, combinée a (4.2.22) implique que
X'BX =Y2+.. . +Y2 4 Xi( V?) < Xi(u’Bu)
j=1
qui établit (4.2.20).

Réciproquement, supposons que X’'BX 4 X2(8). En posant rg(B) = p, on peut toujours trouver une matrice

orthononale H, et des constantes Ay, ..., A, # 0, telles que
_ diag(A1,...,Ap) Of .,
B = H{ 0 0 H'. (4.2.23)
En posant, comme précédemment, Y = H'X = [Yl . Yd]/ 4 Ng(H'11,14), on constate que
P
X'BX =Y \Y7 (4.2.24)
j=1

Comme les Y} sont des v.a. indépendantes, de lois données par Y;* 4 X7 (¥3), on déduit de (4.2.9) que la fonction
caractéristique de X’ BX est donnée par

]E(exp(iuX'BX)) = ﬁ E(exp(iuAijD
j=1
= jf[l {(1 — 2iu)\j)_1/2 exp (%)}
= {j]i[l(l - QiuAj)*l/Q} exp (iuji1 1_)\]213)\])

Or, on a supposé que X'BX 4 X32(8), ce qui implique, compte tenu de ce qui précede, I'identité

]E(exp(iuX’BX)) = (1- Qiu)_k/2 exp (1 1_uc25m>
= {jf[l(l - Qiu)\j)*l/z} exp (iuji1 1_)\]213)\])

A Tévidence, cette relation ne peut avoir lieu Vu € R et pour une valeur convenable de §, que si p = k et
A1 =...= A = 1, ce qui ramene au cas considéré antérieurement.O

Le résultat ci—dessous fait appel a la notion d’inverse généralisé, développée au §6. Il pourra donc étre évité en
premiere lecture.

Théoréme 4.2.3. Soit X < Ny(0,%), ot X > 0 est une matrice positive de rang r = rg(3) < d, et soit ¥~ un
pseudoinverse (ou inverse généralisé) de ¥ (c’est a dire, une matrice ¥~ vérifiant XX~ = X). Alors

XX L 2. (4.2.25)
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Plus généralement, si X 4 Ng(M, %), et si B désigne le pseudo-inverse de Moore-Penrose de %, alors,

XS L 2 (M/ETM). (4.2.26)

Y

‘d} =CXeX=C""Y ouC = {Cl} est une
2

Preuve. Supposons que X 4 Ng(M, X)), et posons Y = [ C
2

matrice (d x d) réguliere, telle que

(4.2.27)

oNC! = [H’“ @] .

0O O
Ceci implique que

_ Y] _ _ |G d N ciM| L. O
Y= {%J =CX = {CJf)C—Nd(C’M,C’EC)_Nd<[02M] , {@ @)}),

On a donc, nécessairement, Yo = CoM et Y, 4 N,.(C1M,1,.). Par hypothese, X7 vérifie ¥X~3 = X. Par
conséquent,

[]g) g] — ONC = C(SER)C = (CEC) (T s e ()
_ HT @ /71 — —1 HT @
- L@ @}c 5 C L@ @]
Supposons maintenant que CoM = O, de sorte que Yo = Q. On en déduit que
!
Iy — _//—1——1_y1 /=1l ~—1 |J1
X'2™X = Yo 2 ¢C H—{@}C > C [@}
I !/
_ 1| | O =1 o1 |Ir O 1_1Hr@12’1
- [o] [s o]o™[s ol[s]-[o] [s o] [o
= YY) = (M CiCiM).

De méme,

O O

- [l Ser=es g% [%T [6 o] %]

= {OMY{CM} = M/CiCiM.

/
ML M = {cMYC's-Cc oM = [CIM} ' 'ysct [Clm]

On en déduit que
X'ETX =YY £ (MCLOM) = 2 (MUS™M), (4.2.28)

qui fournit le résultat (4.2.25) dans le cas ou M = Q.

Comme, en général, il existe une matrice H, orthogonale d x d, telle que
HYH' = diag(\1,..., A\, 0,...,0),

il est facile de constater qu’un choix possible de C' vérifiant (4.2.27) est donné par

C = diag(1/v/A1,...,1/v/Ar,0,...,0)H.
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Cette matrice n’est pas inversible, mais son pseudo-inverse de Moore-Penrose existe, et est donné par
C' = H'diag(v/A1, ..., 1V, 0,...,0).

Le pseudo-inverse de Moore-Penrose 2T, de ¥, vérifie

st — H'diag(1/M, ..., 1/A,0,...,0)H = C'C = C' [% g} C,

ce qui permet d’écrire que

M'Sm

s o= (3] [s 8631

{CIMY {C1M} = M/C,CYM.

On en déduit que

X'STX L A2 (M/C,CIM) = 2(M/STMD), (4.2.29)
qui fournit le résultat (4.2.26).0

Remarque 4.2.5. Considérons le cas particulier ou

[ X1 ] [ ]
f)Cl Xr d Ml I 0) Ml ,U:T
X = = L NyM,S) = N, t M= =
B R A R R (e ) B YR e
| Xa | L Hd ]

De toute évidence, E(X;) = My et Xy = Mo, car les variables X, 11 = pip41,...,Xa = pq sont constantes.
Considérons l'inverse généralisé %~ de X défini par

1 o
> _[@ AH]'

XS = X4 X1 + AMEM. (4.2.30)

On a alors

Comme, de toute évidence, X)X L 2 (M, My), il ressort de la remarque 3.4 que X'Y~X = X{X; + ¢, ot
¢ = AM,LM,, ne peut suivre une loi du Khi-deux que lorsque ¢ = 0. On constate donc que, sans condition
restrictive portant, soit sur M = E(X), soit sur 3, la loi de X'E~X n’est, en général, pas une loi du Khi-deux.
La formule (4.2.28) n’est donc pas valable en général, indépendamment des choix de ¥~ et M. Notons toutefois
que le cas particulier ou A = 0 donne

I O
t_
*=o o

ce qui permet de vérifier (4.2.26), en écrivant que

XTI = XX, L 2(MIM) = 2(M'STM). (4.2.31)
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4.3 Lois de Fisher

4.3.1 A. Définition et propriétés élémentaires.

Définition 4.3.1. Soient Z; < Xle (0) et Zs 4 X%Q deuz variables aléatoires suivant des lois du Khi-deux
indépendantes, avec ny > 1 et ng > 1. Alors le rapport

F— Zl/’ﬂl
Za/ny

suit une loi de Fisher a my et ny degrés de liberté, et de paramétre de décentrement § (resp. une loi de Fisher

centrée si 6 = 0), ce qui est noté symboliguement par F < F,, n,(0) (resp. F < Frins & Fo, n,(0)).

Théoréme 4.3.1. Pour tout couple d’entiers m > 1 et n > 1, désignons par Z, , une variable aléatoire de loi
Fryn. Alors, si Z < Fy,y 0y (9), pour tout x > 0,
(39

(oo}

)k nix

P(Z <z)=exp(-10)> P Zni2kin, < o) (4.3.1)
k=0

La densité de Z < Fp, n,(0) est donnée par

lnig,
fZ(Z) = exp (_%5> 1F1 (%(nl + TLQ); %In‘l; 12 "inz>
n2

0
I

(m+m2)) 2/ ()

> 0. 4.3.2
D (3na) (1 Ty P 32

ST I

Sing > 3, l'espérance de Z existe et donnée par

Sing > 5, la variance de Z existe et donnée par

@)2 ((m +0)* + (n1 + 20) (n2 2)) .

ny (712 — 2)2(n2 — 4)

Var(Z) = 2(

Preuve. Admise.O

Les deux propositions suivantes sont extrémement utiles pour calculer les quantiles de la loi de Fisher centrée.

Proposition 4.3.1. Si les variables aléatoires X £ L(r,\) etY < (s, A) sont indépendantes, alors les variables
aléatoires X/(X +Y) et X +Y sont indépendantes, et X/(X +Y) 4 B(r,s).
Preuve. La densité jointe de (X,Y) est
relys—1
fxy(zy) = Xﬂrsm exp(—=A(z +y)).

En effectuant le changement de variables (z,y) — (z,z = 1), de jacobien

9z Oz
_ ox Jy
= |det oz 0z

oz dy

2

)

’D(:v,z)

D(z,y)
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on obtient la densité de (X, Z S E

= X+v
D(z,y)
D(z,2)

s 13”571(% — 1)1 (r)(s) ( x) -2
exp ’

fX,Z(l",Z) = fX,Y(fC7y) ‘

ce qui, apres intégration par rapport a z sur (0, 00), donne, compte tenu du (¢i7) de la Propriété 4.1.1,

Zr—l(l _ Z)s—lr(r + 8) Zr—l(l _ Z)s—l

I(r)T'(s) o B(r,s) ’

ce qui acheve la démonstration.O

Proposition 4.3.2. Si Z 4 Eo, nos alors

1 d 1 1
Tymz P (372 4m1).
Preuve. On applique la proposition 4.3.1 avec r = ng/2, s =n1/2 et A =1/2.0

Preuve du théoréme 4.3.1. Nous donnons quelques éléments de sa démonstration. Tout d’abord, nous

calculons les moments de Z <+ Fy, n,. Par la proposition 4.3.2,

d 1 1 N2 1
—5(5”2@”1) et Z_E[V_l}'

1

V=e—
1+ M7

On en déduit que

sy - w({lh-)p)

mt B (4ne dm) il TGm)(3m)
En particulier, pour k = 1, on obtient
E(Z) = @{F(%ngfl)F(%nlJrl)}_@{ %nl }_ na
B ni F(%ng)F(%nl) N ny %HQ -1 N ng — 2

On notera que, si Z 4 Fo, ny, alors E(Z) = oo si ng < 2. Pour ng > 3, U'espérance E(Z) = na/(ne —2) < oo
est finie et indépendante de ny. Pour k = 2, on obtient, de méme,

oy m3yl(gna—2)P(Gm+2)y  ndy  gml(zm +1)
E(Z7) = Eé{ T (n2)T(iny) }__5%{(%n2"n(1”2*2)}
n%(n1—|—2)
n1(nz —2)(ng —4)

2

expression qui n’est finie que pour ny > 5. On en déduit que

ar _ n3(ny +2) B n3 _ 2n3(ny +ng — 2)
V (Z) ni (TLQ — 2)(712 — 4) (ng — 2)2 nl(ng — 2)2(n2 — 4) '

Exercice 4.3.1. Déterminer, par une expression simple s’exprimant en fonction de a € (0,1), le quantile
supérieur fs 2., d’ordre o de la loi de Fisher F5 5.
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4.3.2 B. Application aux calculs de puissance.

Sous sa forme générale, un test de Fisher considére deux variables aléatoires indépendantes

d d
X1 =x5,00) et Xo=x2,. (4.3.3)

11 s’agit de tester ’hypothese (H.0) : {§ = 0} contre 'alternative que § > 0 est quelconque. On rejette (H.0) au

seuil a € (0, 1), lorsque

- X1 /?11
Xa/no

ol fp, ny:a désigne le quantile supérieur d’ordre o de la loi de Fisher Fj,, ,,. La puissance du test est, par

définition, la probabilité de rejeter (H.0) sachant la valeur de d, soit la fonction de 6 > 0 définie par

Poc(5> =P (Fm,nz (5> > fnl,nz;a) . (4-35)

Pour « € (0,1) fixé, P,(d) est une fonction croissante de 6 > 0, telle que P,(0) = «, et Py(d) — 1 lorsque
0 — oo (voir Johnson, Kotz et Balakrishnan (1995), p. 487). La fonction de puissance P, (0) définie en (4.3.5)
se calcule, soit & I’aide de logiciels (voir le §5.2.2), soit a l’aide de tables, dont les plus classiques sont dues &
Tiku (1967). On consultera a cet effet :

Tiku, M. L. (1967). Tables of the power of the F-test. Journal of the American Statist. Assoc. 62 525-539.

Johnson, N. L., Kotz, S. et Balakrishnan, N. (1995). Continuous Univariate Distributions. 2"% Ed., Wiley,
New York.

Fnl,nz (5) : 2 fn1,n2;om (434)

4.4 Loi de Student

4.4.1 A. Loi de Student centrée.

La loi de Student, introduite en 1908 par William Gosset, sous le pseudonyme de ” Student” (’étudiant), constitue
I’'un des outils les plus utiles de la statistique.

”Student” (1908). On the probable error of the mean. Biometrika. 6 1-25.
Définition 4.4.1. Soient U < N(0,1) et V 4 X2 deux variables aléatoires indépendantes, avec n > 1. Par
définition, une variable aléatoire T suit une loi de Student a n degrés de liberté, si
a U

V'

T

(4.4.1)

ce qui est noté T 4 tn.

Si T suit une loi de Student & n degrés de liberté, alors T2 £ F1 . De ce fait, pour tout 0 < o < 1/2, le quantile
supérieur d’ordre «, noté t,., de la loi de Student & n degré de liberté est 1ié au quantile supérieur d’ordre «/2,
noté fi ,.q/2 de la loi de Fisher Fy ,, par I'identité

t?v,a = fl,n;oz/2~ (442)

On vérifie aisément, par la loi des grands nombres, que, si v, désigne le quantile supérieur d’ordre « de la loi
normale N(0,1) (tel que ®(v4) =1—«), on a

tocia = lim ty.0 = vq. (4.4.3)

n—oo

En fait, il est possible de montrer que les inégalités suivantes sont toujours satisfaites, pour tout n > 1 et
0 < a < 1 (voir Johnson, Kotz et Balakrishnan (1995), p.364). On a

thia >Va >0 et tpi_q=—tha < —Vs <O0. (4.4.4)
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L’importance des inégalités (4.4.4) est considérable, en pratique. Elles impliquent que les intervalles de confiance
de Student pour la moyenne (voir le §5.2), de la forme

— S — S
P(M € |:X - %tnfl;a/%X + ﬁ tnfl;oz/2i|) =1- «,

sont systématiquement plus étendus que les intervalles de confiance asymptotiques, de la forme

— S — S
P(ﬂe {X*ﬁVQ/Q,X‘F%I/a/Q}) ~ 1701

On a, en effet, pour tout n > let 0 < a <1,
— S — S — S - S
[X - ﬁ”a/zyX + ﬁl/a/z} C [X - ﬁtnfl;a/ZaX + ﬁtnfl;a/2:|' (4.4.5)

Johnson, N., Kotz, S., Balakrishnan, N. (1995). Continuous Univariate Distributions. Vol.2, Second Edition.
Wiley, New York.

a=10% | a=5% | a=25% | a =1%

n
1 3.0777 6.3138 12.7062 | 31.8207
2 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646
3 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407
4 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469
5 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649
6 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427
7 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980
8 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965
9 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214
10 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638
11 1.3634 1.7559 2.2010 2.7181
12 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810
13 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503
14 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245
15 1.3406 1.7531 2.1315 2.6025
20 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280
25 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851
30 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573
40 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233
60 1.2958 1.6706 2.0003 2.3901

120 | 1.2886 1.6577 1.9784 2.3578
00 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263

Table des quantiles supérieurs ¢,., de la loi de Student & n degrés de liberté.

Faisant usage de la proposition 4.3.1 et de (4.4.2), on obtient la proposition suivante, qui permet un calcul
numérique aisé des quantiles de la loi de Student.

Proposition 4.4.1. Pour toutn >1, ett >0, si T L tn, on a lidentité

(T <) ! 0 i gyie (4.4.6)
IP’TStzl—i/ 22" (1 —2)2 " tdx. 4.4.6
B (3m:3) Jo

Preuve. Omise (voir p. 364 dans Johnson, Kotz et Balakrishnan (1995) pour plus de détails).O
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Exercice 4.4.1. On note tan~!(u) = arctg(u) la fonction Arc Tangente (inverse de la fonction tangente tan).

1°) Montrer que, si T, 4 tn, alors, pourt € R,

11
P(T, <t)= 5T tan ! (t). (4.4.7)

2°) Vérifier les formules suivantes, pour n =2 et n = 3. On pose = tan~"' (t/y/n).

k—1 )
1 1 25)! -
P(To, >1t) = 3 + 5{1 + g % cos? 9} sinf si n=2k>2, (4.4.8)
= 27"}
P(T: >1t) L + 1{0+k1 72%{].!}2 cos?iT1 9} sinf si n=2k+1>3 (4.4.9)
21 2 = ;+= E . = > 3. 4.
2 = (25 +1)!

Voir p. 365 dans Johnson, Kotz et Balakrishnan (1995), Op. cit., pour plus de détails

4.4.2 B. Loi de Student non centrée.

Soit # € R une constante arbitraire, et n > 1. La v.a. Z suit une loi de Student non centrée a N degrés de liberté,
de coefficient de décentrement 6, ce qui est noté Z 4 tn(0), st Z 4 U/V, ou U,V sont des v.a. indépendantes,
de lois respectives U 4 N(0,1), et NV? 4 X%

11 est clair que si Z 2 tn(0), alors Z2 2 Fi n(6?). Ceci permet de ramener I'étude numérique des lois de

Student décentrées a celles des lois de Fisher décentrées. Il est a noter, toutefois, que la définition du parametre
de décentrement differe, dans chaque cas.
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Chapitre 5

Applications Statistiques.

5.1 Estimation et tests.

Nous faisons ici quelques brefs rappels de statistique classique, en vue des utilisations qui vont suivre. Nous
nous plagons dans le cas ou la suite de vecteurs Xi,..., X, est un échantillon aléatoire observé de taille n,
composé d’une suite de n répliques indépendantes de méme loi d’un vecteur aléatoire X € R%. Pour simplifier,
nous supposerons que X posséde une densité f(z;6) relativement & la mesure de Lebesgue (notée dz) dans R?
(en fait, on peut remplacer la mesure de Lebesgue par une mesure différente, telle que, par exemple, la mesure
discrete qui affecte la masse 1 & chaque point de RY de coordonnées enticres. Nous ne rentrerons pas ici dans ce
cadre élargi par souci de simplification de I'exposé). Nous avons donc, pour tout A € By,

P(X € A) :/ f(z;0)dx. (5.1.1)

A
Ici, # € © € RP est un paramétre inconnu. On appelle estimateur 6 de 0 une statistique é\n = §n(X1, oo, Xn) €
RP, fonction mesurable de n et des observations X1, ..., X, dont le but est de fournir une évaluation numérique

de la quantité inconnue 6 a partir des données de I’échantillon. Sans autre précision, un estimateur de 6 peut
étre a peu pres n’importe quoi. Son intérét dépend de propriétés additionnelles qu’on lui impose dans un but
d’efficacité, au sens large du terme. Parmi celles-ci, on retiendra les suivantes. L’estimateur 6,, de 6 est dit (en
notant | - || la norme euclidienne dans RP?) :

- consistant, si 0, — 0 lorsque n — 0o, c’est & dire, si 1P’(||§n —0]| > ¢) — 0 pour tout € > 0;
- sans biais, si E(é\n) = 0, indépendamment de la valeur de 6 € O.

Il est utile de comparer les performances de deux estimateurs en faisant usage de leurs matrices de variances-
covariances respectives (supposées existantes). Nous dirons que lestimateur 0 est plus concentré que lestimateur

0, si
Var(§> gVar(§>, (5.1.2)

ou, ce qui revient au méme, si, pour tout v € RP,

Var ( u’§> = u/Var ( 5) u < u'Var ( 5) u = Var <u/§) : (5.1.3)
Un estimateur sans biais 0 de 6 satisfait, sous des hypotheses générales de régularité, ’inégalité de Cramér-Rao,
supposant 'existence et la régularité de la matrice d’information de Fisher I(6). Pour définir celle-ci, il est
nécessaire d’introduire quelques concepts utiles. Tout d’abord, la vraisemblance de 1’échantillon est la fonction

71
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aléatoire du parametre inconnu

61
0= ; ,
Op
définie par
L(B) = £(X;0) = [ [ f(X:0), (5.1.4)
i=1
en faisant usage des notations X = [ X; ... X, ]/ e R™, et £(;0) = [[;—, f(Xi;0). La matrice d’informa-

tion de Fisher est alors la matrice (p x p) définie (sous réserve d’existence des moments appropriés) par

0= .. E(agag 1ogL(9)) . (5.1.5)

On notera que I(#) s’exprime de maniére simple & partir de la densité f(x;8). On a, en effet,
10)=nlo@) =n| ... -E (d‘9 " logf(X 9)) ] (5.1.6)

. d . . . .
ou X = X; est une variable générique, de méme loi que Xq,..., X,.

On a alors le résultat suivant. Les hypotheéses de validité du théoréeme ci-dessous ne seront pas explicitées. On
comprendra mieux leur nature en détaillant la démonstration simplifiée qui en est présentée plus loin.

Théoréme 5.1.1. Sous réserve de régularité et d’existence des expressions correspondantes, tout estimateur

sans biais, 0 de 0 vérifie R
Var(0) > I(0)"' =n"'15(0)"". (5.1.7)

Preuve. Nous donnons une version simplifiée de la démonstration pour p = 1. Celle-ci donnera également
des indications utilises sur les conditions de régularité requ1ses dans le théoreme. On suppose que 'estimateur
0= Q(DC) est fonction de 1’observation X = [ X, ... X, ] € R™, qui, elle-méme, possede une densité f(x;0)
dans R™. Dans ce cas, on a L(f) = f(X) ainsi que les identités

) = / f(z: 0)dz = 1,

E(f) = O(x)f(x; 0)dx = 0,

Rn

E(

—_

ce qui, en dérivant sous le signe somme par rapport a 6 (ce qui impose des conditions de régularité rendant
cette opération possible), implique que

E (j@ log f(X; 0)) / o ! 7 {;ef(x 9)}f(m;9)dm = - 59 f(x;0)dx = 0, (5.1.8)

E <§(x — log £(X; 6) ) / f(z;0)dx = 1, (5.1.9)

2 d ? 0?
E(da? log £(X; 60 ) {d log f(X; 6 } o f(x; 0)dx (5.1.10)
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On notera également que les opérations ci-dessus supposent implicitement que le support des lois considérées
(c’est a dire, 'adhérence de l'ensemble {x : f(x;0) > 0}), ne dépend pas du parametre 6. En combinant les
relations (5.1.8)—(5.1.9), on obtient que

~ d
E ({ () — 9} = 1ogf(:x,e)> - 1L
On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz a cette relation, pour aboutir a

E ({ () — 9}2> E ({ja 1ogf(x;9)}2> > 1

Finalement, ’observation, par (5.1.10), que

E <{ d% 10gf(9C;9)}2> _ R (j; 1ogf(?C;0)> ,

Var(0) > {—]E (;;2 1ogf(:x;9)>}l,

ce qui est la version cherchée de I'inégalité (5.1.7) de Cramér-Rao. On remarquera au passage que les conditions
de régularité justifiant la démonstration se limitent, pour I'essentiel, a la justification des dérivations successives
sous le signe somme ayant été utilisées.O

montre que

Une des contributions majeures du statisticien anglais R. A. Fisher (1890-1962) est d’avoir introduit, & par-
tir de 1923, la méthode du mazimum de vraisemblance, qui fournit, sous des hypotheses assez générales, des
estimateurs atteignant asymptotiquement la borne (5.1.7) de Cramér-Rao. C’est le statisticien frangais Daniel
Dugué (1912-1987) qui, dans sa these, publiée en 1937 (Dugué, D. (1937). Applications de la limite au sens du
calcul des probabilités a ’étude de diverses questions d’estimation. Journal de [’Ecole Polytechnique. pp.305-
374), démontra, pour la premiere fois, la normalité asymptotique et Pefficacité des estimateurs du maximum de
vraisemblance. Ces propriétés généralisées par la suite par d’autres auteurs, sont résumées dans les théoremes
5.1.1-5.1.2-5.1.3 du présent paragraphe.

L’estimateur du mazimum de vraisemblance 0 de 0 est, par définition, une statistique telle que

L) = SggL(a), (5.1.11)

ou la vraisemblance L(6) est définie par (5.1.4). On notera au passage que existence de 0 n'est pas garantie, et

que, méme dans ce cas, et lorsque I’équation (5.1.11) a un sens, l'estimateur du maximum de vraisemblance 6
peut ne pas étre défini de manieére unique. Toutefois, sous des hypothéses assez générales (que nous ne détaillerons
pas ici), il a une loi limite asymptotique normale centrée, ce qui est exprimé dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.2. Sous réserve de conditions de régularité et d’evistence des expressions correspondantes,
Uestimateur du mazimum de vraisemblance 6 de 0 vérifie asymptotiquement, lorsque la taille n de I’échantillon
tend vers l'infini, la convergence en loi

n1/2(§—9) K Np(©,10(9)—1). (5.1.12)

La notion de vraisemblance intervient aussi de maniere utile dans la théorie des tests d’hypothéses. Nous
considérerons essentiellement ici le cas ol § € RP se décompose sous la forme

_ 61
o= (%)

ou #; € R? et A, € RP~7 sont des parametres composants de 6. Le probleme se pose alors, pour 619 € R? spécifié,
de tester I’hypothese
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(HO) 91 = 910, contre (H].) 91 # 910.
Pour cela, on se sert de la vraisemblance, écrite, avec des notations évidentes, sous la forme

n

L(61,65) = [ [ (Xi; 61,62),

i=1
pour définir la statistique du rapport de vraisemblance

_ supg, L(010,02)
Supg, g, L(01,05)°

(5.1.13)

Sous des hypotheses de régularité générales, que nous ne préciserons pas, le théoreme suivant est vrai.

Théoréme 5.1.3. Sous réserve de conditions générales de régularité portant sur f, sous (H.0), on a la conver-
gence en loi, lorsque n — oo,

—2logR % \2. (5.1.14)

La vérification de la validité des résultats ci-dessus, dans chaque cas particulier d’intérét, a fait 1'objet de
trés nombreux travaux de recherche, au cours des cinquante dernieres années. Les calculs correspondants étant
souvent fastidieux, ’habitude des statisticiens appliqués est d’appliquer les formules asymptotiques correspon-
dantes, un peu comme un principe physique, sans prendre toujours le soin d’en vérifier 'exactitude. Il faut
demeurer conscient de I'existence d’exceptions notables a ces principes généraux. L’exemple le plus simple en

est donné par un échantillon Xy, ..., X,, de la loi uniforme sur [0, ], pour lequel 'estimateur du maximum de
vraisemblance est donné par § = max(X,...,X,). On vérifie aisément dans cet exemple que n(f — ) converge,

lorsque n — oo, vers une loi exponentielle. On est loin de la loi normale, et, de plus, la convergence a lieu avec
le facteur n, au lieu de y/n. Lorsque tout se passe bien, on dit que 'estimateur 6 est régulier, et on parlera de
non régularité lorsque ce n’est pas le cas. Il importe donc de vérifier la régularité de 0 dans chaque application
particuliere.

5.2 Utilisation de la loi de Student.

5.2.1 A. Généralités.

Définition 5.2.1. Soit U,V deuz variables aléatoires indépendantes telles que U < N(0,1) et NV? < X% (avec

V > 0). Par définition, le rapport

r-Ua NOD (5.2.1)

Vo &N
suit la loi de Student a N degrés de liberté, ce qui est noté symboliquement par T 4 tn.

Pour tout 0 < a < 1, on désigne par ¢y, le quantile supérieur d’ordre o de la loi de Student a N degrés de
liberté, c’est a dire, tel que, si T' 4 tn,
P(T > tn.a) = a. (5.2.2)

Remarque 5.2.1. L’approximation suivante (due & Peiser, A. M. (1943). Asymptotic formulas for significance
levels of certain distributions. Ann. Math. Statist. 14 56-62, et Ibid. Correction (1949), 20 128-129), est parti-
culierement commode pour évaluer les niveaux critiques de la loi de Student. Si v, désigne la quantile supérieure
d’ordre « de la loi normale N(0,1), alors

1
tNa 2 Vot v {v3+va}. (5.2.3)

La loi de Student est particulierement utile pour établir des intervalles de confiance pour la moyenne.
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Exemple 5.2.1. Soit Xj,..., X, un échantillon de n > 2 variables aléatoires indépendantes de méme loi
normale N(u,0?) (avec o > 0). On estime u et o2 par les moments empiriques fi et 52 (avec & > 0 p.s.), définis
par

R - 1 n Y 1 —
A=X==-) X, et 3°=-) (X;—X)> (5.2.4)

L’estimateur o2 de o2 n’est pas centré. On le remplace avantageusement pour certaines applications par sa
variente centrée s2 (avec s > 0), définie par

~92 n
2= T = 1 Z(Xi —X)? quiesttel que E(s*) =02 pour n>2. (5.2.5)
_ n—

Sous ces hypotheses, X et s2 sont indépendants, de lois respectives données par

V(X — ) 4 N(0,0%) et w 4 X2, (5.2.6)

g

Par conséquent,

X —
2, =YX on - Wy, (5.2.7)

suit, sous 'hypothése de normalité de 1’échantillon, exactement une loi de Student a n—1 degrés de liberté. Ceci
peut alors étre utilisé pour donner un intervalle de confiance exact a 'ordre 1 — o pour la moyenne (inconnue)
. Ce dernier est de la forme

Exemple 5.2.2. Le tableau ci-dessus fournit un échantillon simulé de taille n = 20 d’une loi normale standard
N(0,1). Il s’agit de vérifier si les résultats obtenus sont bien représentatifs, en procédant & diverses vérifications
statistiques. Nous réalisons ici une partie de ces opérations en construisant un intervalle de confiance & 95%
pour la moyenne p commune de ces observations.

—0.029881 —0.708300 —0.336880 —0.059962 —0.962360

1.383800 —1.043900 1.078500 1.584300 —0.062007
—0.503330 —0.810920 1.077800 —0.501430  0.561640
—1.031500  0.151550  0.859030 —0.156390  2.213200

Désignant ces observations par X, ..., X, avec n = 20, on constate que

min X; = —1.0439, max X; = 2.2132,
1<i<n

1<i<n

=0.135137,  52=0.907844, & = 0.952808,

\/B1 = 0.637846, By — 3 = —0.731732,
Z |X; — X| = 0.78286.
=1

Le logiciel Statistica 6.1 (Copyright (© StatSoft, Inc. 1984-2003) fournit la valeur t19.5 5 ~ 2.093024. On obtient
donc, dans cet exemple précis,

s _ { n }1/2375 _ 5,
\/ﬁ n—1la/2 — n_1 \/77, n—1;a/2 — \/m n—1;a/2
0.86674
19

1/2
} x 2.093024 ~ 0.447035,



76 CHAPITRE 5. APPLICATIONS STATISTIQUES.

ce qui donne un intervalle de confiance (en arrondissant a la troisieme décimale) pour la moyenne p des variables,
P (u € [-0.196,0.675]) ~ 95%.

Ce dernier montre que, pour ce qui est de la moyenne, la simulation est correcte, puisque 'hypothese y = 0
n’est pas rejetée au seuil a = 5%.

11 est intéressant, dans cet exemple, de se poser la question suivante. La valeur maximale (en valeur absolue)
2.213200 observée est-elle acceptable pour un tel échantillon 7 On peut faire le raisonnement suivant. Une valeur
z ayant une probabilité a = 5% d’étre dépassée par maxi<;<n | X;| est telle que

P)"=1—a < &(z)=10-a)/"

Pour n = 20 et a = 5%, on trouve z = 3.019709, ce qui montre que la valeur observée de 2.213200 < z est
parfaitement acceptable, au sens du critere précédent.

5.2.2 B. Calculs de puissance et de tailles d’échantillons.

L’utilisation d’un logiciel de calcul s’avére extrémement commode pour réaliser ces opérations qui, autrefois,
nécessitaient un emploi de tables long et fastidieux. Toutefois, avant de se lancer dans des manipulations de
ce type, il importe de consacrer tout le temps nécessaire a la lecture approfondie du mode d’emploi du logiciel
utilisé (ce dernier n’étant parfois seulement disponible qu’au prix d’une connexion internet). Cet apprentissage
initial doit permettre & 'utilisateur de saisir des notations et conventions, qui peuvent varier sensiblement d’un
logiciel a 'autre.

Pour faciliter la compréhension du sujet, nous donnons ci-dessous des exemples de calculs de puissance et de
tailles d’échantillons réalisés avec le logiciel Statistica 6.1 (Copyright © StatSoft, Inc. 1984-2003). Les valeurs
numériques traitées sont artificielles, et ne servent qu’a illustrer le procédé. Nous considérons ainsi un échantillon
Xq,..., X, de taille n = 25 pour lequel la moyenne empirique, dite moyenne de la population, est

ixi =3.1,
i=1

et I'écart-type empirique, dit écart-type de la population,

" 1/2
G = {1112 (X, —X)z} —8.5.

i=1

y:

S|

On suppose que P’échantillon est issu d’une loi normale N(u,c?), et on désire tester, par un test de Student
bilatéral, I'hypothese (H.0) que p = po = 0.0, avec un seuil @ = 5%. On désire évaluer les performances du
test lorsque la moyenne vraie p est égale a u = 2.0, et I’écart-type exact o est o = 10.0. Par ailleurs, avec cette
méme configuration de parametres, on souhaite connaitre la taille N d’échantillon nécessaire pour obtenir une
probabilité 1 — 8 = 65% de rejeter (H.0) par un test de Student bilatéral de seuil @ = 5%.

On obtient (par le logiciel) la valeur de tn—1;0/2 = taa;2.5% =~ 2.063918 qui permet de construire le test cherché.
Le principe du test consiste a rejeter (H.0) pour les valeurs observées de

25

24

1/2
7 } x 10.0 x 2.063918 ~ 17.905059.

o RN v
\/ﬁlX_,UJ0| > {n_} 6'\tn—l;oz/2: {
Le seuil o = 5% du test correspond donc & la probabilité
P (vn |X — po| > 17.905059 | (H.0)) ~ o = 5%.

Dans le cas présent, n = 25, X = 3.1 et yy = 0, de sorte que /n | X — po| = 15.5, et le test accepte (H.0), au
seuil a = 5%.
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Comp. d'une Moy. & un Standard : Puissance de Test
Comparaison d'une moyenne a un standard (HO : Mu = Mu0)
Puissance vs. Es (N = 25, Alpha = 0,03)

—

Puissance

OI\J(JO-I’:-(.DCT)'\IOO(OO

2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1,0
Effet Centré-Réduit (Es)

FIGURE 5.1 — Puissance fonction de ’effet centré réduit 9.

La valeur de « représente le risque de premiére espéce, c’est a dire, la probabilité de rejeter ’hypothese (H.0)
que p = pg alors que celle-ci est vraie. La puissance du test représente inversement la probabilité 1 — 3 de
rejeter 'hypothese (H.0) lorsqu’elle est fausse. Ce n’est plus un nombre mais une fonction des parametres du
modele. Plus précisément, ici,

1/2
_ n N
1—5:P<\/EX—M0|Z{M} Utnl;a/2|M7M070>~

Pour évaluer cette quantité, on observe que

t:\/ﬁ{X—Mo}gtl(H—M)
o/n/n—1 " o )’

suit une loi de Student non centrée & n — 1 degrés de liberté, et de parametre de décentrement

p— H—Ho
g

Les valeurs numériques fournies par les observations et le modele postulé est sont de

po V25B1-00) L coceer o o

8.5 x 1/25/24

KE—Fo
[eg

2.0-0.
= 20200 g9,

On voit apparaitre ici une quantité § = communément appelée effet centré réduit. Adoptons la notation
T,,—1(0) pour désigner une variable aléatoire de loi de Student non centrée, & n—1 degrés de liberté, de parametre
de décentrement (ou un effet centré réduit) 6. La puissance du test est alors donnée par la formule

1= B=P T\ 1(0)| > tn_1.0/2) (5.2.9)

On observera que, pour u = g, 6 = 0 et 1 — 8 = «. Dans lalternative ot u # g, 8 représente le risque de
deuziéme espéce, consistant & accepter a tort 'hypotheése (H.0). D’une maniere générale, on peut considérer
1 — 8 dans Pexpression (5.2.9), comme une fonction de :
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— Leffet centré réduit § = £=£2 pour n et « fixés (voir la Figure 5.1);

— La taille n de I’échantillon, pour § = £=£2 et « fixés (voir la Figure 5.2);

— Le seuil a du test, pour § = £=£0 et n fixés (voir la Figure 5.3).

Comp. d'une Moy. a un Standard : Puissance de Test
Comparaison d'une moyenne a un standard (HO : Mu = Mu0)
Puissance vs. N (Es= 0,2, Alpha = 0,05)

B T

St

4t
qQ
[&]
o
g 3
@
3
o

27

AT

0,0 : . . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
Taille d'Echantillon (N)

FIGURE 5.2 — Puissance fonction de la taille n d’échantillon.

Le logiciel fournit un tableau de la forme suivante pour afficher les parametres du calcul de puissance.

Comp. d’une Moy. & un Standard : Puissance de Test
HO : Mu = Mu0

Risque 1°™ espece (Alpha) : 0,05

Taille d’Ech. Groupe (N) : 25

Moyenne sous HO (Mu0) : 0

Moyenne Population (Mu) : 2

Ecart-Type Population (Sigma) : 10

Effet Centré-Réduit (Es) : 0,2

Un deuxiéme tableau, voisin du premier, fournit le calcul de puissance pour les valeurs de p et o choisies.

Comp. d’'une Moy. a un Standard
Moyenne sous HO (Mu0) : 0,0000
Moyenne Population (Mu) : 2,0000
Ecart-type Population (Sigma) : 10,0000
Effet centré réduit (Es) : 0,2000

Taille d’Ech. Groupe (N) : 25

Risque 1% Espece (Alpha) : 0,0500
Valeur Critique de t : 2,0639

Puissance : 0,1606

On constate ici que le test a une probabilité o = 5% de rejeter (H.0) lorsque p = 0.0, mais seulement une proba-
bilité de 16.06% de rejeter cette hypothese lorsque p = 2.0. La conclusion est que, pour une taille d’échantillon
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Comp. d'une Moy. a un Standard : Puissance de Test
Comparaison d'une moyenne a un standard (HO : Mu = Mu0)
Puissance vs. Alpha (Es=0,2, N = 25)
5 r T T
4t
8 3
c
o
B
2 2t
A
0,0 . : . : .
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
Risque 1° espéce (Alpha)

FIGURE 5.3 — Puissance fonction du seuil o du test.

n = 25 on aura environ 84% =~ 83.94% de chances d’accepter (H.0), que cette hypotheése soit vraie ou non (avec,
soit u = 0.0, soit u = 2.0). Une telle situation est assez fréquente, et montre I'intérét des calculs précédents. En
effet, la taille d’échantillon n = 25 ne permet pas de discriminer correctement les deux hypotheses avec un test
de seuil a = 5%.

Pour obtenir la taille N de 1’échantillon nécessaire pour obtenir une puissance 1 — 3 au moins égale & 65%, on
peut, au moins dans un premier stade, réaliser d’une extrapolation graphique a partir de la Figure 5.2. Celle-ci
montre qu’une telle performance devrait étre atteinte pour N voisin de 135 — 140. Un calcul plus précis de
ce nombre est donné par le logiciel qui fournit N = 140, correspondant & 1 — 8 ~ 65.18% (voir Figure 5.4).
L’expression exacte de cette quantité étant

N=inf {n:P(|T-1(0)] > th_1.0/2) = 1— B}, (5.2.10)

qui vaut N = 140 pour § = 0.2 et o = 5%.

Calculs de taille d'échantillon (Feuille de données3
Comparaiscn d'une moyenne & un standard
HO - Mu = MUO
Valeur

Moyenne sous HO (MuQ) 0,0000

Moyenne Population (Mu) 2,0000

Ecart-Type Population (Sigma) 10,0000

Efet Centré-Reduit (Es) 0,2000

Risque 1° espéce (Alpha) 0,0500

Puissance Qble 0,6500

Puissance correspondant au N Scuhaite 0,6518

Taile d'Ech. Requise (N) 140,0000

FIGURE 5.4 — Taille n de I’échantillon nécessaire pour une puissance > 65%.
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5.3 Comparaison des moyennes de deux échantillons.

5.3.1 Position du probléme.

L’un des problemes les plus fréquents de la statistique est celui de la comparaison des moyennes de deux
échantillons. Nous considererons ici deux échantillons indépendants X1,...,X,,, et Y1,...,Y,,, composés, res-
pectivement, de m > 2 répliques aléatoires indépendantes d’une loi normale N(ux,o0%), et de n > 2 répliques
aléatoires indépendantes d'une loi normale N (uy, 0% ). Le probleme est alors d’obtenir un intervalle de confiance
de niveau de confiance 1 — «, spécifié a ’avance, pour la différence

d=px — py.

On résume les échantillons par les statistiques

— 1& 1O

=X=— =— Y;, 5.3.1
m; nizj f (5.3.1)

m 1 n -

2 2
= Y, -Y)". 3.2
— 1; 55 n_lj;(g ) (53.2)

On estime ensuite d = ux — py par

d=Jix — ly. (5.3.3)

Soub les hypothéses admises, de normalité et d’indépendance des échantillons, les statistiques fix = X, iy =Y,
s% et s2- sont 1ndependantes En posant Ax = 1/m, Ay = 1/n, fx = m —1et fy = n — 1, les statistiques

Iix =X, iy =Y, s%, s3 et d, ont des lois données par les formules

ﬁX*MXgN(O,)\XUg()v ﬁY*MYgN(O,)\YU%)’ J*dgN(O,)\XU§<+>\Y0’32f)7

(m—1)sk _ fxsk 4 » (n—1)s% _ frsy a
S I T N A

5.3.2 Cas ou les variances sont égales.

Lorsque les variances sont égales, 0% = o2 = 02, et la variance commune o2 posséde un estimateur sans biais

s2, donné par
2 2
o [fxsx +[fvsy

fx+fr
tel que
(fx + fy)s?  [xsk +fvsy d o
o2 - o2 = Xfx+fv"

Comme, par ailleurs,
d—d2<NO,6*Ax + Av)),

on en déduit que

o~

d—d d
—— = .
s />\X+)\Y fX+fY

On obtient donc 'intervalle de confiance suivant pour d, quel que soit « € (0,1),

P(d S [(/1\— Stfx+fy;a/2\/ Ax + )\y,cli\-i- Stfx+fy;a/2\/>\X + Ay :|) =1-oq. (534)
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5.3.3 Variances quelconques - le probleme de Behrens-Fisher.

Le cas ou Ug( et a%, sont quelconques est beaucoup plus délicat. Il n’existe pas alors de procédure exacte
permettant d’obtenir un intervalle de confiance de seuil 1 — « fixé pour d, indépendamment de o% et o%.
Notons 6 = 0% /oy 2. Comme, en général,

d—d d

\/Axdg( + )\ya%

il est naturel de construire des intervalles de confiance pour d de la forme

10 = [T oo 0w+ s 07

On utilise a cet effet I'une des méthodes suivantes, qui consistent a choisir v comme la quantile supérieure d’une
loi de Student, dont le nombre de degrés de liberté est convenablement choisi (dont on trouvera les justifications
dans Scheffé (1970), voir ci-dessous).

N(0,1),

La méthode approximative de Welch (voir aussi les tables d’Aspin et Welch, dans les références ci-dessous)
consiste a approximer la statistique

B d—d  d-d
C VAxsk FAvst & s

par une loi de Student t,,,,, dont le nombre de degrés de liberté, non entier, r, est donné par la formule

1 s
TAW (= —————5 Ou ¢:= 45—
ENpY (e, )
n—1 m n

m—1

Il n’y a pas d’inconvénient a utiliser une loi de Student a parametre non entier, si on définit formellement la

loi ¢, par le rapport U/(V/r), ou les variables aléatoires U 4 N(0,1) et V 4 I'(%,3)/r sont indépendantes. On
peut vérifier que la valeur de r ainsi trouvée vérifie les inégalités

Trin = min{m — 1,n — 1} <raw < rpae = (m—1)+ (n—1).
On peut utiliser les relations
P17 > trniasz) S @=P (T >t yar2) SP(T] >t 0002) SP (T2 tocay2) -

On observera, en passant, que la valeur de la quantile supérieure d’ordre /2 de la loi de Student ¢,, notée t,.4 /2,
est une fonction décroissante de 7, ayant pour limite v, 2, quantile supérieure d’ordre /2 de la loi normale
N(0,1), lorsque 7 — co. Pour cette raison, on peut poser t..q/2 = Vo 2. L'intervalle de confiance asymptotique
basé sur ’approximation normale est donc toujours plus étroit que celui basé sur 'une ou 'autre des lois ¢
t out

Tmaz)
TAW Tmin *

On consultera, sur ce probleme, les articles de :

Aspin, A. A. (1948). An examination and further development of a formula arising in the problem of com-
paring two mean values. Biometrika. 35 88-96.

Scheffé, H. (1970). Practical solutions of the Behrens-Fisher problem. Journal of the American Statistical
Association. 65 1501-1508.

Welch, B. L. (1947). The generalization of ’Students’ problem when several different population variances
are involved. Biometrika. 34 28-35.
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5.3.4 Utilisation de la loi de Fisher.
La loi de Fisher F), , est la loi du rapport Z = U/V, ou U,V sont indépendantes, et de lois respectives

d d
pU = X127 et qV = Xﬁ.
Il est commode d’adopter la notation

4 Xp/p
X2/q’
pour désigner cette propriété. Pour tout 0 < oo < 1, on note F7, le quantile supérieur d’ordre « de la loi de

Fisher F}, 4, défini par, si Z il Fpq,

4

Z =F,

p,q

(5.3.5)

P(Z > F2,) = a. (5.3.6)

Exemple 5.3.1. Soit X = N,,,(M, o2I) un vecteur normal tel que M = Af, avec § € RP. On suppose que
1 < p < m, et que la matrice A € M,,, est de rang p = rg(A). On estime alors 0 et 0% par les statistiques
mutuellement indépendantes

0 = (AA)TAXLN,0,02AA)Y, (5.3.7)
> _ L A2 — 1 ' . 1 AN=1 g1
s = — 7p||:x AN = — — X {Hm A(A'A)A }:x (5.3.8)
_ 1 ly DN AD
i {:x::x (49) (AH)}. (5.3.9)

On utilise alors le fait que

ssi = {a@-0)){a@-0)} = @- 0G0 L2 (5.10)
S8y = (m—p)s’ = {:x’:x - (Ag)’(Ag)} L0232, (5.3.11)

sont indépendants pour conclure que
g S SSiap (5.3.12)

CSSy/(m—p)  ps2 TP

Ceci permet de construire un domaine de confiance d’ordre 1 — o pour 6, en écrivant que

p,m—p

i ((@- 0)(A'A)(0 — 0) < ps*F° ) ~1-a (5.3.13)

A partir de cette relation, on peut obtenir des intervalles de confiance de type Scheffé pour les contrastes u'6),
en écrivant, par I'inégalité de Schwarz que

sup |u/ (6 — 9)‘2 = sup |{(A’A) " u} (A'A) (6 — 0)‘2

u€ERP u€eRP
= sup {{(AA) ) (A A)((A'A) " u} } @ - 0)(A'A)0 - 0)
— sup {u'(A'A)—lu}(§— 0)(A'A)(@ — 6).

u€RP

On en déduit les intervalles de confiance simultanés (avec la convention s > 0)
]P’(u’@ € [u’§ — s\ (AA) " u [pFy,,
W+ s Ju(AA) Ty \/PES m—p ] Vu € R”) =1-a (5.3.14)
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On comparera ces intervalles simultanés aux intervalles individuels, obtenus pour u € RP fixé. Comme
o2 N0, 0%/ (A A)~ ),

on obtient que, pour tout u € RP,

m—p

P(u’@e[u’é\ — & U (AA) Ty 2

-~

ul + T U (AA) tzﬁp }) =1-q, (5.3.15)
ou, de maniere équivalente,
]P’(u’@ € [u’g — s\ (AA) T
W+ s Ju(AA) T oy }) =1-a. (5.3.16)

5.4 Intervalles de confiance simultanés.

Le lemme suivant (cf. p.74 dans Scheffé, H. (1959) The Analysis of Variance, Wiley, New York) est extrémement
utile.
Lemme 5.4.1. Les deux propriétés suivantes (A) et (B) sont équivalentes.

(A) On a|6; — 0] < pour tout couple d’indices 1,7 tel que 1 <i,j5 <p;

(B) On a |30 wifi| < 6{3 Y0 |us|} pour toute suite de coefficients telle que Y% u; = 0.

Preuve. 1l est clair que (B) = (A) (il suffit de prendre u; = 1,u; = —1 et uy = 0 pour £ # i, j), et la difficulté
de la démonstration se limite a vérifier que (A) = (B). Supposons donc (A) satisfaite, et donnons nous une

suite de coefficients w1, ..., u, tels que Y_¥_ u; = 0. Deuc cas sont possibles.
— Ou bien uy = ... =u, = 0, auquel cas U'inégalité | >0, u;0;| <6 {137, |u;|} est triviale.
— Ou bien les uq,...,u, ne sont pas tous nuls. Dans ce cas, si on désigne par P ’ensemble des indices i tels

que u; > 0 et par N 'ensemble des indices j tels que u; <0, P et N ne sont pas vides, et vérifient

U; = Zuz — Z(—Uj) = O7 (541)

M~

i=1 i€P JEN

P
Slul = Y wi+ > (—uy) =25>0, (5.4.2)
i=1 icP JEN

ou s vérifie (en conséquence de (5.4.1)-(5.4.2)),

5= %Z |u;| = Zui = Z(—uj) > 0. (5.4.3)

i=1 icP JEN
Ecrivons maintenant

Yut = {(Zuo)(Sew) - (Sewn) (D)

i€P JEN JEN iEP

= éz Z ui(—uj)(t% — 9j>.

i€EP JEN
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Comme, pour i € P et j € N, u;(—u;) > 0, on déduit de ’hypothese (A) et de 'expression précédente que

P
i=1 1EP JEN
< 5{2221@(—%)}:63,
1€P jEN

ce qu’il fallait démontrer, compte tenu de (5.4.3).0

Définition 5.4.1. Soient Y1, ...,Y,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi normale N(0,1), et s2

une variable aléatoire indépendante, telle que ns? 4 X2. On définit alors les variables

1
Mpm = — max |Y:| (Studentized Mazimum,), (5.4.4)
S 1<i<m
et 1
Qmnn=- max |Y;—Y;| (Studentized Range), (5.4.5)
5 1<i,j<m

dites respectivement du “maximum studentisé” et de [’ ”étendue studentisée”. Pour 0 < «a < 1, on note,

respectivement, mg, .. et g, ., les valeurs telles que

P(Mpn>ms,,)=a et P(Qmn>dq5,)=a (5.4.6)
Remarque 5.4.1. 1°) Les valeurs de gy, ,, sont tabulées, en particulier, pp. 434-436 dans :
Scheffé, H. (1959) The Analysis of Variance, Wiley, New York.
2°) Les valeurs de I, SONt tabulées, en particulier, dans :

Pillai, K. C. S. et Ramachandran, K. V. (1954). On the distribution of the ratio of the i-th observation in an
ordered sample from a normal population to an independent estimate of the standard deviation. Ann. Math.
Statist. 25 565-572.

5.5 Utilisation du 72 de Hotelling.

Soient X1,..., X, un échantillon de taille n > d de la loi normale Ng(u, ). On suppose que i € R et que
¥ > 0 est une matrice (d x d) définie positive. On estime p et ¥, respectivement, par les statistiques

n n
=X =13 X e =LY (X -X) (X -X). (5.5.1)

i=1 i=1

3

L'estimateur S de ¥ n’est pas centré. Sous réserve que n > 2, on le remplace avantageusement pour certaines
applications par I'estimateur alternatif S de 3, défini par

Z (X —-X) (X —-X )/7 qui est tel que E(S)=3X pour n>2. (5.5.2)
i=1

N 1
nzz

n—1 n—1

S:

Sous ces hypotheses, les matrices aléatoires X et S sont indépendantes, de lois respectives données par
V(X =) £ N0,8) et SLWyn—1,%). (5.5.3)

D’une maniere générale, on dit qu'une matrice aléatoire symétrique positive A suit une loi de Wishart Wy(N, X))
si on a les identités en loi

N
ALY VY L We(N, ), (5.5.4)
j=1
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o1 Y1, ..., Yy sont des vecteurs aléatoires de R?, indépendants de méme loi normale N4z(Q,¥). On admettra ici
I’équivalence (sous la condition ¥ > 0)

ALWyN, ) >0 ps. < N>d (5.5.5)

La statistique du 72 de Hotelling généralise en dimension d > 2 la statistique 7' de Student. Elle est basée sur
le fait (admis provisoirement) que, sous les hypothéses ci-dessus, pour n > d + 1,

_ — dn—1
T?=n(X —p) §H (X —p) 2 {(:d)} Fin—a- (5.5.6)
On peut ainsi donner un domaine de confiance de degré 1 — o pour p € R? en écrivant que
_ — d(n—1
P <n(X — )/ STHX —p) < {(:—d)} fd’nd;a) =1-a. (5.5.7)

On remarquera que, pour d = 1, (5.5.7) se raméne & un intervalle de confiance de Student symétrique.

On obtient des généralisations de la statistique du 7 de Hotelling, en considérant, de maniere plus générale,

deux matrices quelconques Z 4 Ny (0,%) et A 4 Wa(N,X). Lorsque les matrices Z et A sont indépendantes,
les propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) y's-ly £ X3 (5.5.8)
(b) V'S Y ATY % an (5.5.9)
(c) Y'S7Y et Y'ST'Y/Y’A'Y  sont indépendants. (5.5.10)
Une conséquence directe de ces propriétés est que
N—-d+1 Y’y 1y N-d+1
YAT'YY x{—7>V——} =
x { d } YSY/Y Ay { d }
2/d
4 Xa/ L Fyndit, (5.5.11)

X?VfdJrl/(N —d+1)

suit une loi de Fisher Fyy ny_g+1.

5.6 Utilisation du A de Wilks.

La statistique A de Wilks joue le méme role que les statistiques de Fisher dans le cas ou les carrés scalaires
(fournissant des lois du x?) sont remplacés par des matrices de Wishart, générées par des données vectorielles.
On suppose que ¥ > 0 est une matrice (d x d) symétrique, définie positive, et on dispose de deux variables
matricielles A et B indépendantes, suivant des lois de Wishart, de parametres respectifs

AL Wy(r,X) et B £ Wi(n,2) avec min{r,n} > d. (5.6.1)

On désire tester 'hypotheése (H.0) que A suit une loi de Wishart centrée, c’est a dire de la forme

A4 Zyjng
=1

ouYy,..., Y, sont des vecteurs aléatoires indépendants de méme loi Ny(Q, ), contre I’hypothése que, dans cette
méme représentation, Y7, ..., Y, sont des vecteurs aléatoires indépendants, de lois respectives Ny, (11, ), .« ., N (pir, ),
ou les u1, ..., u, sont quelconques. Pour cela, on calcule la statistique
det(A
Urna = _detld) A (ntd) (5.6.2)

det(A + B)
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et on rejette I'hypothese lorsque Uy ;¢ < co pour une valeur convenable du niveau critique ¢,. On utilisera a
cet effet 'approximation suivante, valable pour les grandes valeurs de

N:n—%{d—r+1}.

On a (voir Theorem 8.6.2, p.208 dans : Anderson, T. W. (1958). An Introduction to Multivariate Analysis.
Wiley, New York)

- NlogP(Upa < 2) = P(x3 <2)
e P <2) -0 <2)}+0 ()
e e{P (o <2) ~P(dh < <)}
A {P(Gra<2) -P(G <)} r0(5) (563
ol
Y = dr(d? ZSﬂ =5 (5.6.4)
Y= 772 + 13—20{% + 3d* + 10r2d? — 50(r2 + d?) + 159}. (5.6.5)

5.7 Analyse statistique du modele linéaire simple.

5.7.1 Le modéele linéaire simple.

Nous considérons un vecteur aléatoire X & valeurs dans R™. Nous raisonnerons en supposant l'une ou ’autre
des hypotheses suivantes.

() E(X) =M € R" et Var(X) = 021,

N) X £ N, (M, o2L,,).

Dans ces relations, o > 0 est un parametre inconnu. De toute évidence, (N) = (C).
Nous parlerons de modéle linéaire simple pour exprimer la condition

(£) Me7F,

ol F est un sous-espace vectoriel connu de R™. Le but de ce paragraphe est d’étudier une certaine catégorie
d’estimateurs de M sous ces hypotheses. Nous considérerons aussi, par la méme occasion, I’estimation de o2.
Dans ce qui suit, si E et I’ sont des espaces vectoriels, nous noterons

E=F, (5.7.1)
pour exprimer que les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes.

Définition 5.7.1. Soit Y € R™ un vecteur aléatoire dont la loi dépend d’un paramétre vectoriel § € © C RP
(ot © est un ouvert de RP et p< n). On appelle estimateur de 0 toute statistique 6 = 0( ), fonction de 'Y et a
valeurs dans ©. L'estimateur 0 de 0 est dit sans biais si Uidentité suivante a lieu.

Eq¢(f) =6, V0eO. (5.7.2)

Le biais de Uestimateur 6 de 0 est, lorsqu’elle existe, la différence IE(?) — 0. On dit que Uestimateur 6 = 5(‘3) de
0 est linéaire, si © = RP et si Uapplication y € R™ — 0(y) € © = RP est une application linéaire de R™ dans
© = RP.
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Dans (5.7.2), la notation Ey est utilisée pour désigner I’espérance, sous 'hypothese que la valeur véritable du
parametre dont dépend la loi de Y est 6. Dans la suite, nous noterons le plus souvent E(-) au lieu de Eqy(-),
lorsque cette notation n’est pas ambigué.

Proposition 5.7.1. Supposons que 6 = Ey(Y). Alors, sous hypothése que § C R™ warie dans un espace
vectoriel © = RP, © C R", une condition nécessaire et suffisante pour que 8 = 60(Y) soit un estimateur linéaire

sans biais de 0 est que Uapplication y € R™ — 0(y) € © soit une projection de R™ sur O.

Preuve. Ecrivons matriciellement § = g(‘d) = LY. On a Ey (5) =60 =LEy(Y) = LO. L’identité 6§ = LO devant
avoir lieu pour tout § € ©, on obtient bien ainsi une projection de R™ sur 6.0

Nous rappelons qu’une projection P : E — F de ’espace E' = R" sur un sous-espace I’ de E est une application
linéaire de F sur F' vérifiant les propriétés équivalentes suivantes.

(1) La restriction de P a F' est l'identité de F';

(2) P?2=rP;

(3) F=Im(P) et In(P)® Ker(I— P) = E;

(4) P est diagonalisable et admet pour seules valeurs propres 1 et 0.

Pour construire une projection de E sur F, il suffit donc de se donner un sous-espace vectoriel G de E en somme
directe avec F, tel que F @ G = E, et d’indentifier G & Ker(I — P). Sous les hypotheses de la proposition 5.7.1,
il y a donc autant d’estimateurs sans biais de § € © qu’il y a de sous-espaces supplémentaires de © dans R".

Définition 5.7.2. Soient deux estimateurs 51 et 52 de 0 € © = RP. Nous dirons que la dispersion (ou la
variance) de 01 est plus petite que la dispersion (ou la variance) de 02 si l'une des conditions équivalentes
sutvantes est satisfaite (indépendamment de 6 € ©).

(1) Pour tout u € RP, Var(u'6,) < Var(u'6s) ;

(2) Pour tout u € RP, u/Var(6y )u < u'Var()u.
Les propriétés (1) et (2) ci-dessus sont équivalentes, du fait que Var(u/6) = u/Var()u. On note commodément
ces relations en écrivant que _ B

Var(6,) < Var(fs). (5.7.3)

L’ordre défini entre les estimateurs par (5.7.3) n’est, en général, pas un ordre total. Si, toutefois, une classe
d’estimateurs posséde un estimateur de dispersion (ou de variance) plus petite que la dispersion de chaque
autre estimateur de méme type, ce dernier sera appelé estimateur d dispersion (ou variance) minimale.

Théoréme 5.7.1. 1°) Soit X € R™ un vecteur aléatoire vérifiant les hypothéses (C)—(L), c’est a dire, tel que
E(X) =M € F et Var(X) = 02, ot F est un sous-espace vectoriel spécifié, de dimension p, de R™. Alors, il
existe un unique estimateur linéaire sans biais a dispersion minimale de M € F, défini par

M = P (X), (5.7.4)

ot Pj; désigne la projection orthogonale (relativement au produit euclidien usuel sur R"™) de R™ sur F. De plus,
si ||lul| = {w/u}/? = (u,u)'/? et (u,v) désignent respectivement la norme euclidienne et le produit euclidien sur
R"™, alors, on a les propriétés suivantes.

(i) [|X—M|? = Jnf X —2|% (i) X - MLZ VZed (5.7.5)
€

(i) [J2C = M* = |2 = M|]* + | M =M% (5.7.6)

(iv) Cov(X — M, M — M) = E({X - MHM - M}) = 0; (5.7.7)

(v) E(|X —M|?) = (m —p)o?, E(|M —M|*) = po (5.7.8)
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2°) Si, de plus, I’hypotheése (N') est satisfaite, alors X — M et M sont indépendants, et tels que, pour tout
ReR" et 8§ € R,

1 1, ~ d 1
SN R L G (LIRIP) et V- M-S L2 (g s)). (5.7.9)

En particulier, pour R =8 =0,

1 N2 42 1~ 2 2
;HZX -M["=x;_, et ;HM - M|* = x;- (5.7.10)
Preuve. Nous nous limitons & apporter la preuve du théoréme sous les hypotheses (M)—(L£). Le remplacement
de (V) par (C) consistant essentiellement & remplacer la propriété d’indépendance par 1’absence de corrélation,
les méthodes de démonstration sont essentiellement les mémes dans ce cas.

On choisit tout d’abord une base orthonormée de R™ dont les p premiers vecteurs ey, ..., e, engendrent F, et
les n — p suivants, €pi1,...,e,, Uorthogonal FL de F dans R". Les coordonnées Y7,...,Y, de X dans cette
base forment une matrice colonne Y liée a X € R™ par la relation Y = HX, ou H est une matrice orthogonale
convenable. On transforme alors le probleme en posant N = HM, G = HF, en vérifiant que Y = N, (N, o21).
Cette derniere propriété implique que Y7, ..., Y, sont des variables aléatoires normales indépendantes de variance
1. La projection orthogonale de

Y Yi 0
Y, <~ Y, . . ~ 0
Y= sur Gest N = €9, quiestindépendant de Y —N =
Ypi1 0 Ypi1
| Y, | | 0] | Y, |

Considérons maintenant un estimateur linéaire sans biais N = LY de N. Comme, par la proposition 5.7.1, L
est la matrice d’une projection, on a nécessairement

N=1Y=L(N+{y-N}) =N+L(¥y-N) =N+z,
ou % est indépendant de N.On a donc, nécessairement
Var(N) = Var(N) + Var(), (5.7.11)

ce qui implique (compte tenu du fait que Var(Z) > 0) que N est un estimateur linéaire sans biais & dispersion
minimale de N. L’unicité est évidente, puisque N ne peut étre & dispersion minimale que si Var(Z) = O, ce qui
implique I'égalité N = N.

Supposons maintenant que M1 et M2 soient deux estimateurs sans biais de M vérifiant 'inégalité Var(Ml)
Var(Mg) Alors, il est facile de constater que Nl = H Ml et Ng = H M2 soient deux estimateurs sans biais

de N = HM tels que Var(Nl) < Var(Ng), et réciproquement. Cette équivalence vient du fait que, en général,
pour une matrice inversible P,

uw'Var(PVy1)u < u'Var(PVa)u, Yu < o'Var(Vi)v <o'Var(Va)v, Yo = P'u.

Par application de ce principe, on constate que M = H'N est un estimateur linéaire sans biais de M a dispersion
mlmmale Comme on a nécessairement Y — N lU,vueG,ona HY - H' N1LH U, YU € G, ce qui équivaut
AX M L V, V¥V € F. On a donc établi que M est la projection orthogonale de X sur F. Les autres propriétés
s’établissent par le méme procédé en faisant usage du corollaire 4.2.1. Nous omettons les détails de la fin de
cette démonstration.d
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Corollaire 5.7.1. 1°) Sous les hypothéses (C)—(L), si p < n, alors 'estimateur de o défini par
1 .
7= ——[ 2 - M|]%, (5.7.12)
n—p

est sans biais (et vérifie donc E(s?) = o2).
2°) Si, de plus, I'hypothése (N) est satisfaite, alors

s 4 o

(n— p)ﬁ = Xn—p- (5.7.13)
Preuve. C’est une conséquence directe du théoreme 5.7.1.0

Remarque 5.7.1. Il convient de ne pas confondre s? défini par (5.7.12) ci-dessus avec I’ estimateur du mazimum
de vraisemblance 52 de o2 défini, sous les hypotheses (N)—(L), par

A2_l CAarn2 _ [P 2
= —Jx - M| _{7}3. (5.7.14)

n
Sous les hypotheses (NV)—(L£), la vraisemblance de X 4 N, (M, 0?1,,) est définie par

2= M7y

2\ _
LM, 0%) = (202m)n/2 eXp ( - 202

(5.7.15)

A I’évidence, pour tout o2 > 0 fixé, la maximum de L(M, 0?) est atteint pour M = M. On constate alors que
NE 2 n 1 T2
5 log LM, 0%) = —-0° + 7||Z)C - M=, (5.7.16)

qui s’annule pour o 0% =52, donné par (5.7.14). Les estimateurs du maximum de vraisemblance de M et o2 sont

donc donnés par M et 52 . Toutefois, alors que M est sans biais, lorsque p < n, il n’en est pas de méme pour 72,
qui, d’une part est défini dans tous les cas, et d’autre part, vérifie (cette propriété restant vraie sous (C)—(L))

E(2) = {”np} 2, (5.7.17)

A partir de ces relations, on observe que

—n/2

sup L(M, 02) = L(M, 52) = (zﬁ)*“/Q{%n:x - 5\\/[||2} e /2, (5.7.18)

M,o

Il est intéressant de comparer cette expression & celle obtenue sous I’hypothése {M = O}. Dans ce cas, la
vraisemblance (5.7.15) devient

L(0,0%) = ————exp ( — ||I)C||2) (5.7.19)
(2027)n/2 202 )’
dont le maximum est atteint pour
~2 1
c = —|x|? 5.7.20
5= 2| (57.20)
de sorte que
~2 1 —-n/2
sup L(0,0%) = L(0,5 ) = (gw)*nﬂ{ﬁnxn?} e /2, (5.7.21)

0-2

On déduit de (5.7.18)~(5.7.21), et de la relation || X[|2 = || — M2 + | M2 la formule

supazu@,a?)): TR +II37[||2}"/2, (5.7.22)

SUPyg,» L(M, 02 (19 — V|2 19 — M2
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Le test du rapport de vraisemblance de 'hypothese {M = O}, contre alternative o {M € F} est quelconque,
rejette donc {M = O} pour les valeurs élevées de la statistique

R
¢ = M2/ (0 — p)

qui suit, sous 'hypothese {M = O}, une loi de Fisher centrée F),,,_,, et, sous l'alternative ot {M € F} est
quelconque, une loi de Fisher non centrée F, ,—, (25 [|M]|?).

(5.7.23)

5.7.2 Plan complet & 0 ou 1 facteur - Echantillon d’une loi N(u,o?).

Un plan factoriel est défini par des données formant un tableau multi-indices {X;, . ;.,1= (i1,...,%) € Z}, ou
7 désigne un ensemble fini d’indices. Quitte a renuméroter les indices de Z, on peut toujours se ramener au cas
ot Z € N¥ = {1,2,...}*, ce que nous ferons par la suite. Le modele de base généralement adopté suppose que
les observations composantes sont normales et mutuellement indépendantes, avec une variance constante, et une
moyenne m; = m;, . ;. = E(Xj), dépendant de l'indice i. On dit que c’est un plan & k facteurs, si les indices
coordonnées i1, ...,1; sont au nombre de k. Le plan est dit complet, si ’ensemble Z des indices possibles est un
ensemble produit, et s’il n’y a qu’une seule observation par indice possible. Il est alors commode de supposer que
I'indice 4; varie dans un ensemble de la forme {1,...,m;}, pour chaque choix de j =1,..., k. Certains indices
d’un plan factoriel peuvent correspondre & des répétitions, sous-entendu de la méme expérience. De tels indices
n’ont pas d’influence sur la loi de ’expérience, et on préfere leur donner le statut d’indice de répétition, plutot
que de facteur, ce dernier terme étant réservé aux indices qui peuvent influencer le résultat de I’expérience. De
facto, on peut, sans perte de généralité, supposer que l'indice de répétition éventuel est unique. Lorsqu’il n’y a
pas de répétitions, on parle d’un plan sans répétitions.

Exemple 5.7.1. Une expérience, composée d’un tableau de variables aléatoires indépendantes de la forme
Xijk = Mij 4 Eijk

pour 1 < i <1, 1 <7< Jetl <k <K, , omg; est un tableau de constantes, et les €; ;1 4 N(O,O’Q)
sont des variables aléatoires réelles [v.a.r.] indépendantes et idem-distribuées [i.i.d.], est un plan a 2 facteurs
(influentiels), correspondant aux indices i et j, et un indice de répétition, correspondant a lindice k. Lorsque
K; ; =1 pour tout choix de i et j, on obtient un plan a 2 facteurs sans répétition. L’indice k est alors inutile,
et donc, omis.

Le plan factoriel & 1 facteur sans répétition est défini par une suite
d .
X; EN(pu+ai,0?), i=1,...,n.

Un tel plan est statistiquement inexploitable (autrement que par des formules triviales) sans hypothese addi-
tionnelle sur les «;, puisqu’il comporte un nombre de parametres libres égal a n + 1, et donc supérieur aux
observations. On peut, par contre, en donner une analyse statistique non triviale, lorsque la moyenne E(X;) =
1+ a; ne dépend pas de l'indice ¢. Ceci revient a supposer que a; = ... = a;, = 0. Stricto-sensu, on obtient
alors un plan a 0 facteur, puisque l'indice ¢ n’est associé qu’a des répétitions. L’analyse statistique du plan a 0
facteur est présentée ci-dessous.

Le plan a 0 facteur correspond & des données structurées sous forme d’un échantillon aléatoire X1, ..., X,, d’une
loi N(u,0?). On suppose donc que Xq, ..., X, sont des v.a. indépendantes et de méme loi N(u,c?), avec o > 0.
Il est équivalent d’écrire que

X,=p+e pour i=1,...,n, (5.7.24)

ou i € R est un parametre inconnu, et €1, ..., &, sont des "erreurs” indépendantes, de méme loi normale centrée
N(0,0?), o > 0 étant un parametre inconnu. On adopte la représentation vectorielle
X4 %

X=]:]eR" avec X L N,(M,0%), o M=1Iu= |:| €5, (5.7.25)

Xn %
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ou F est le sous-espace vectoriel dimension 1 de R™ défini par
F={Im:meR} (5.7.26)

La projection orthogonale de X sur M est alors
. - - 1
M=IID'IX=1X oun X=-) X, 5.7.27
(r'm on X=3 (5.7.27)

Comme on a toujours une somme directe R” = F @ F* entre F (de dimension 1) et son orthogonal F+ (de
dimension n — 1), on peut appliquer le théoréme 4.1 pour obtenir que

X - X
M = et X—M= :
X, - X
sont indépendants, et tels que
nX 1, 1 &
I =0 L5 e - M = >0 =0 £ (5.7.28)

On obtient ainsi la proposition suivante, avec les notations habituelles
- 1 o 1 —9 1 « —n
X:ﬁzxi, G :ﬁZ(Xi—X), et _121()@7)(), sion > 2.
1= 1=

Proposition 5.7.2. Sous les hypothéses ci-dessus, X et 62 sont indépendants, de lois respectives

~2
— d no d
Vn{X —pu} =N(0,0%), —F =xi1, (5.7.29)

g

et, pour n > 2, le rapport

Vi{X-u) _ViTT{X -} _ Vi{X -} 4,

g n—1

~1 (5.7.30)

suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
Preuve. Par application du théoreme 5.7.1.0

Sous réserve que n > 2, on utilise donc, dans la pratique usuelle, les estimateurs centrés de u et o2, donnés
respectivement par

/\2 n

n
; :&2:n ZX —X)?

SM—‘

On obtient alors un intervalle de confiance exact de niveau 1 — a (o 0 < «a < 1 est arbitraire) pour u, en
écrivant que

~ Stniia/2 Sty ja /2
IP’( e [X— mio/2 L D:l— . 5.7.31
[ NG t o ( )
Ici, ty,;q/2 désigne le quantile supérieur d’ordre «/2 de la loi de Student & n — 1 degrés de liberté. Le test de
Student de ’hypothese que pu = pg rejette cette hypothese au seuil «, si p = pg n’appartient pas a U'intervalle
de confiance défini par (5.7.31).

D’une maniére générale, un intervalle de confiance pour un parametre réel inconnu est un intervalle [c, d], aux
extrémités aléatoires (¢ et d sont des statistiques des observations), tel que la probabilité P(0 € [c,d]) vérifie
certaines propriétés. Pour un seuil 0 < o < 1 spécifié, on dit que Uintervalle est ezact, si P(6 € [¢,d]) =1 — .
L’intervalle est dit asymptotique ou approzimatif, lorsque P(6 € [¢,d]) — 1 — «, lorsque le nombre d’observations
augmente indéfiniment.



92 CHAPITRE 5. APPLICATIONS STATISTIQUES.

Remarque 5.7.2. [l est important de noter que la relation (5.7.31) est une identité (ce qui équivaut & dire
que lintervalle de confiance de Student est exact), si et seulement si ’échantillon X1, ..., X,, est issu d’une loi
normale N(0,02). Si cela n'est pas le cas, on obtient néanmoins (par une démonstration évidente utilisant le
lemme de Slutsky) un intervalle de confiance asymptotique, sous réserve que 0 < o? = Var(X;) < oo,

. ~ Stnia/2 = St ;a2

lim IP( e {X— e/ Yy 2 }):1—04. 5.7.32
11 est possible de montrer que la relation (5.7.32) demeure satisfaite, méme dans des cas oll 02 = oo, pourvu que
X1,..., X, soit dans le domaine d’attraction de la loi normale, ceci exprimant l’existence de suites de constantes
an et by, telles que, lorsque n — oo,

1 n
; Z(Xl - bn) i} N(Oa 1)'
" oi=1

Cette derniére condition est nécessaire et suffisante pour que l’intervalle de Student soit asymptotiquement exact.

Exercice 5.7.1. On considére un échantillon de taille n = 50 d’une loi normale N(p,0?). On donne les valeurs
numériques o
X =392 et 0=296.

Tester (par un test de Student), au seuil o = 5%, Uhypothése (H.0) que pn = 0, contre lalternative. Comparer
Uintervalle de confiance de Student pour p avec les intervalles de confiance asymptotiques basés sur o ou s, et
le théoréme central limite.

5.7.3 Evaluation de la précision des intervalles de confiance pour la moyenne.

Soit X = Xj, Xo,..., X, un échantillon aléatoire d’une v.a.r. X non dégénérée, possédant les caractéristiques
suivantes. On suppose que
limsup |E(exp(iuX +ivX?))| < 1.

|u|+]v]— o0

Cette condition technique est satisfaite (voir Hall (1992), p.71), en particulier, si X posséde une densité sur R
relativement & la mesure de Lebesgue. On suppose, de plus, que E(X*) < oo, et on note les moments de X par

p=E(X), o?=Var(X), v=+F =0 E(X —p)*), =0 'E(X-p)"), x=F—3.

Notons la densité et la fonction de répartition de la loi normale N(0,1), respectivement, par

7_1n ‘ A2_1n L X)2 2_~2_ N o 1 - X2
X—HZXZ, J—nZ(XZ X)?, S_U_n—l"_n—%:Zl(Xl X)

Sous ces hypothéses, on a (voir Hall (1992), pp.70-74), pour tout x € R fixé, lorsque n — oo,

P(W < x) = ®O(x) - n’l/zga(a:){%y(xz - 1)} (5.7.33)
+ n71<p(x)z{1f12ﬂ(9:2 —3)+ %8’72(14 +22° - 3) — 1@+ 3)} +o(n™h).

On obtient aisément la version de (5.7.33) obtenue avec le remplacement formel de & par s = &. Il suffit pour
cela d’écrire que

P(\/H(qu) Sz)zp(\/ﬁ(ffu) - §>:P<\/ﬁ(?u) Sx{l_l}‘m)_

T =
S o o n
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Comme, lorsque n — oo,

1y-1/2 1 1

{ _ f} _q g Lo

n 2n

on voit donc que

x4 o(1)
2n

La contribution des autres termes de (5.7.33) obtenus en remplagant x par xs/c étant en o(1/n), on en déduit

que, pour tout z € R fixé, lorsque n — oo,

@(x i) = B(x) + o(z).

g

P(M < x) = ®(z)— n*l%(m){%y(:ﬁ - 1)} (5.7.34)
+ n_lgo(x)ac{l—g/{(xz —-3)+ 1—18W2(x4 +22% —3) — 1(z® + 1)} +o(n™1h).

Pour la loi normale standard, on a v = k = 0. Par conséquent, si T;,_1 4 tn—1 désigne une v.a. suivant une loi
de Student & n — 1 degrés de liberté, on déduit de (5.7.33) que, pour tout x € R fixé, lorsque n — oo,

P(T,-1<z) = ®(z)-— n_lgo(x)x{i(xg + 1)} +o(n™h). (5.7.35)

En combinant (5.7.34) et (5.7.35), on obtient I’évaluation suivante de la précision de ’approzimation de Student,
obtenue en approximant le membre de gauche de (5.7.34) par P(Tn,l < x) Pour tout « € R fixé, lorsque n — oo,

n(X —
]P’(M < z) = P(Th-1 <2)— nil/Zcp(x){%fy(xQ - 1)} (5.7.36)
S
+ nilcp(x)x{ﬁn(ﬁ - 3)+ £ (2 + 227 - 3)} +o(n™h).
Ce dernier résultat montre que, en général, 'approximation de Student introduit une erreur en O(n’l/ %) pour
les distributions dissymétriques, correspondant a des valeurs de v £ 0, ce qui est relativement médiocre. Par

contre, lorsque v = 0 et k # 0, Pordre d’approximation devient en O(1/n), ce qui peut étre considéré comme
tout a fait satisfaisant, dans la pratique.

Les relations (5.7.35) et (5.7.36) mettent en évidence une propriété remarquable des intervalles de confiance
symétriques, obtenus aussi bien par la méthode de Student que par des formules asymptotiques. Leur précision
est toujours en O(1/n).

5.7.4 Plan complet a 2 facteurs.
On appelle plan complet a 2 facteurs une expérience structurée sous la forme
Xi_’j =u+o; + 5j +Yi,5 + €5, (5.7.37)

ol on suppose, par convention, que u, o, 1 <@ < I, 85,1 <j < J,et vy, 1 <i<1,1< 5 < J sont des
parametres vérifiant les identités

e =Po=Yie="70; =0, VI<i<I 1<j<J, (5.7.38)

et {g;;:1<i<I, 1<j<J}estun tableau de variables aléatoires indépendantes de loi N(0,0?). On posera
m;,; = E(X; ;), de sorte que

mi; =E(X;;)=p+a;+B;+v,; pour 1<i<I, 1<5<J

Nous adopterons ici la convention que ’expérience concerne l'expérimentation de J traitements, numlérotés
de 1 & J sur I patients, numérotés de 1 a I. Les effets (relatifs) des patients sont désignés par aq,...,ar, les
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effets relatifs des traitements sont désignés par Sy, ..., ;. Les effets croisés, ou interactions, forment le tableau
{rj:1<i<IL1<j<J}

Il est d’usage, pour les tableaux multi-indices, d’adopter les conventions suivantes. Le remplacement d’un ou
de plusieurs indices par un point correspond a l’opération consistant a faire la somme par rapport a toutes
les valeurs possibles de ces mémes indices. Si, de plus, la variable est surmontée d’une barre, on remplace la
sommation par la moyenne. A titre d’exemple, dans le cas présent,

I 1 I I B 1 I
Qe = Zm, o= Zai7 Po = Zﬂi, Po=7 Zﬂi, (5.7.39)
z_; 1_11 E =1 , =1 1 ,
Yi,e = Z%’,jv Wi,o = j Z%‘,jy Yeo,j = Z'Vi,ja W.J‘ = T Z%‘,j, (5.7.40)
=1 =1 i=1 i=1
’ I J ’ 1 I J
Yoo = D> Vir Vo= I SN i (5.7.41)
i=1j=1 i=1 j=1

On travaille sur 'espace F a n = IJ dimensions, dont les vecteurs sont désignés par le tableau de coordonnées
{x;;}, ot x; ; est la coordonnée d’indices i € {1,,...,I1} et j € {1,...,J}. L’espace E est muni du produit
scalaire

I J
HzighAvigh) = % SO wigvig, (5.7.42)

i=1 j=1
et de la norme euclidienne
1 < 1/2
I@ag}l = (Gwagh {zea )2 = {5 2D at, ) (5.7.43)

g

i=1 j=1

On introduit alors les sous-espaces de E définis par

Fo ={zij}:zij=m Vi,j};

F ={zi;}:xij=0a;, Vi,j et ae=0¢;
Fy =q{z;;}:2i;=0; Vi,j et be=0¢;
Fio =3{zi;} :%ie=2e,; =0 W,j}.

On constate que les sous-espaces Fy, FY, Fo, F1o sont mutuellement orthogonaux relativement au produit scalaire
(+,-), et forment une somme directe, telle que

dim(F)=1-1, dim(Fy)=J-1, dim(Fp) = -1)(J—1). (5.7.45)

Les projections orthogonales de {X; ;} sur ces sous-espaces sont donc indépendantes et fournissent des estima-
teurs sans biais [, &, 5;,7:,; des parametres u, o, f55,7:,;, donnés par

Xae,
az - Yi,o _Y-,n
Bj = Y.,J _Yo,o;
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Les sommes de carrés ci-dessous sont indépendantes et suivent des lois du Khi-deux, avec les parametres :

i _ A27ﬂA212 272&2
3550 = NP = @ £ 3 (1H?) =3 (5.

I I
Jr88e = AP = 25 Dot £t (e ) = xia (55 D).
1 22 I A 2d 2 2 2 I . 2
=95 = WA= 5 305 X (H8H12) = 3 (25 D2 82),

Jj=1 j=1

I

1 1 J 1 I J
755 = I = 5] Z{m L xtr-ny— (103 H2) = Xrono-n (5 2 27
1
J

i=1 j=1
I J

I
1 d 1
X2 = =5 2D x2 2o (HmaH2) = (55 20D md,).
i=1 j=1

1
?SST
i=1j=1
On notera l'identité
SSo+ 5S4 + 555+ 55, =S5S57.
On obtient la table d’analyse de variance (ou d’ANOVA (pour Analysis of Variance) suivante.

Origine | D° de liberté | Somme carrés | Moy. de carrés Espérance moy. carrés
Moy. u 1 55, MS, = 2% o+ IJp?
Pat. o I-1 SS. MS, = (?Yf?) o+ ITJl Zle a?
Trait. 3 J—1 5S4 MSy = 5255 o2+ A3 B
Int. -8 | (I—1)(J —1) 5, My =577 | o + T Soiet Loje1 Vs
Total 1J SSy MS, = 33¢ o2+ 5 S mE

Dans cette table ’ANOVA, les moyennes de carrés sont obtenues en divisant les sommes de carrés par les degrés
de liberté correspondants.

La pratique usuelle de la statistique consiste & supposer que 'une des sommes de carrés est centrée (ou, en
d’autres termes, correspond & une loi du x? centrée). Faute de mieux, on suppose, le plus souvent, qu’il n’y a
pas d’interactions, c’est a dire que

v, =0 pourtout 1<i<I et 1<j5<J (5.7.46)
L’hypothese (5.7.46) n’est, cependant, pas toujours naturelle, et doit étre remise en question au cours de l’ana-
lyse, sous réserve que ce soit possible.
Sous I'hypothese admise (5.7.46), la quantité

I J
2 _ _ 1 - 2
S —MSFY = (I— 1)(,]—1) ZZ(X»LJ Xz,o X.,] +Xo,0) )

est un estimateur sans biais de o2. On peut alors 1'utiliser pour tester des hypothéses sur les autres parametres
par des tests de Fisher. Par exemple, pour tester I’hypotheése d’absence d’effets de traitements (ce qui, ici,
équivaut au fait que 51 = ... = 85 = 0) contre lalternative, on utilise le fait que, sous (5.7.46), on a I'identité
en loi

]\A/lfgﬂ LF, L(I-1)(J— 1)( 252)

On rejette donc, au seuil 0 < o < 1, 'hypothese que g1 = ... = BJ = 0, lorsque le rapport MSg/MS, excede
le quantile supérieure d’ordre o d’une loi de Fisher (centrée) Fy_q (;_1)(j—1)-
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5.7.5 Régression linéaire multiple classique.

On considére le modele X < N (M, 02T), ot
MeF = {Ao 0 RP}, (5.7.47)

et A est une matrice (m X p) connue, de rang rg(A) = p < m (la matrice A est dite de plein rang de colonnes).
Nous verrons plus loin comment traiter le cas ou le rang de A est quelconque, par 'emploi de pseudo-inverses
de matrices.

La relation (5.7.47) montre que F est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension rg(A) = p. Ceci implique,
en particulier, que I'application
feR? — A0eTF, (5.7.48)

définit une bijection de R? sur F. On en déduit que ’estimateur linéaire sans biais & dispersion minimale M de
M est lié a 'estimateur linéaire sans biais a dispersion minimale 6 de 6 par l'identité

M = Ad. (5.7.49)

Théoréme 5.7.2. Sous les hypothéses ci-dessus, l'estimateur linéaire sans biais a dispersion minimale M de
M € F est défini par M = Af, oi
0= (AA)TAX L N, (0,0%(AA)). (5.7.50)

De plus, X — M=X— A0 = {I—A(AA)TLA}X et M = A0 sont indépendants et vérifient

1 —~ _ d 1

S I = 20 { A )AL 2 (I 2), (5.7.51)

L - = {1 - Ayt alx L2 5.7.52

;H - || - - ( ) - mep' ( -l )
Preuve. Par application du théoreme 4.1.0

Comme application de ce résultat et de (5.7.23), on utilise la procédure suivante pour tester I'hypothese {M =
My }. On rejette cette hypothese au seuil « si la statistique

1M — M| /p
1 = M1/ (m — p)

(5.7.53)

excede le quantile supérieur d’ordre o d’une loi de Fisher F}, .



Chapitre 6

Inverses géneralisés

6.1 Factorisations de plein rang.

Soit une matrice réelle A, (p x ¢) (& p lignes et ¢ colonnes), associée & 'application x € R? — Ax € R?, et de
la forme

by
A= [CLl aq] = =5 & B= [bl bp} s (611)
b/
P
ol ai,...,a, € RP désignent les vecteurs colonnes de A, et by,...,b, € R? les vecteurs lignes de A (ou colonnes

de A’ = B). On associe a A les sous-espaces Im(A) C RP et Ker(A) C R? (respectivement image et noyau de
Papplication € R? — Az € RP), définis par

Ker(A)={z €R? : Az=0}={z€R? : bla=0 Vi=1,...,p},
Im(A) ={Ay : ye R} ={yia1 +... +yqaq : ¥1,...,yq € R}
Lorsque A’ = B = [bl e bp]7 il est commode d’introduire la notation Or(B) pour désigner
Or(B) =0r(Im(B)) ={z €R? : Yz =0 VbeIm(B)} ={z €R? : blx =0 Vi=1,...,p}.

Ceci permet d’écrire
Ker(A) = Or(4). (6.1.2)

Le rang r = rg(A) de A est, par définition, la dimension dim(Im(A)) de Im(A), sous-espace vectoriel de R?
engendré par les vecteurs colonnes ay,...,aq de A. De maniere équivalente,  est défini comme la plus grande
valeur de m > 1 telle qu’on puisse extraire de A une une matrice (m x m) de déterminant non nul, si un tel m
existe, et 7 = 0 autrement. Les relations évidentes suivantes lient r = rg(A), rg(A4’), p et q.

r=rg(A) =1g(A") = dim(Im(A4)) = ¢ — dim(Ker(A)), 0<r < min(p,q). (6.1.3)

Définition 6.1.1. Une matrice A est dite
de plein rang de lignes si r=rg(A)=p<gq,
de plein rang de colonnes si r=r1g(A) =q <p,
de plein rang si r=rg(A) = min{p,q}.

En général, si A est (p x q) et B est (¢ X s), on a

rg(AB) < min(rg(A),rg(B)) < min(p, g, s). (6.1.4)

97
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Définition 6.1.2. On dira qu’une factorisation By --- By = A d’une matrice A, (p X q), est de plein rang, si
chacune des matrices By, ..., By est de plein rang.

Sir =rg(A), cette propriété impose que By soit (p x r) et de plein rang de colonnes, By, soit (r X q) et de plein
rang de lignes, et B; soit (r x r) et réguliere, pour j =2,...,k — 1, lorsque k > 3.

Lemme 6.1.1. Toute matrice (p x q) A # O, 4, de rang rg(A) =r > 1, admet une factorisation de plein rang
de la forme A= BC, ot B est (p xr) et A est (1 X q)

Preuve. Supposons que les vecteurs colonnes aj,,...,a; de A = [al aq] forment une famille libre de
R? engendrant Im(A), sous-espace vectoriel de R? engendré par les colonnes ai,...,aq de A. Posons B =
laj, ... a;]. 1l existe alors une matrice (r x q) C telle que A = BC. Comme alors rg(4) = rg(B) = r <

rg(C) < r , on a nécessairement rg(C) = r, ce qui achéve la démonstration.0

6.2 Pseudoinverses

Définition 6.2.1. Soit A une matrice (p X q). Une matrice X (q X p) est appellée {iy, ..., ix}-pseudoinverse

(ou {i1,...,ix}—inverse) de A, si les relations {i1,...,ix}, prises parmi les relations {1} {5} suivantes, sont
vérifiées.

{1} AXA = A

{2} XAX = X

{3} (AX) = Ax,
(4} (x4) = x4,
(5] AX = XA

On dit que X est :

— Un pseudoinverse, inverse généralisé ou g-inverse, de A, si X est un {1}—pseudoinverse de A, ce qui est noté
A=A ;
— Un pseudoinverse de Moore-Penrose de A, si X est un {1,2,3,4} -psuedoinverse de A, ce qui est noté A = At

Remarque 6.2.1. (i) La relation {5} de la définition 5.3 n’a de sens que si les matrices A et X sont carrées
(A et X sont toutes deux (p X p).

(74) Le nom d’inverse généralisé (ou g-inverse) est justifié par la propriété suivante. Une matrice G est un g-
inverse de A si et seulement si x = Gy est une solution du systeme linéaire Az = y chaque fois que le systéeme
est consistant (c’est & dire, admet au moins une solution particuliere z( telle que Azy = y).

En effet, le systeme Ax = y admet une solution particuliere xg si et seulement si y = Axg, auquel cas x = Gy
vérifie Ax = AGy = AGAxg = Axg = y. Cette relation implique que AGAzy = Axg, égalité ne pouvant
étre satisfaite pour tout zyp € R? que si AGA = A, cest a dire, que si G est effectivement un g-inverse (ou
{1}-inverse) de A.

(#i7) Le systeme Ax = y est consistant si et seulement si y € Im(A). Il est dit inconsistant si cette condition
n’est pas satisfaite.

La notion de {1, 2, 3, 4}—pseudoinverse a été découverte par Moore (Moore, E.H. (1920). On the reciprocal of the
general algebraic matrix (abstract). Bull. Amer. Math. Soc. 26 394-395), et redécouverte par Penrose (Penrose,
R. (1955). A generalized inverse for matrices. Proc. Cambridge Philos. Soc. 62 673-677).

Lemme 6.2.1. Pour que la matrice (g X p), X soit un inverse généralisé (ou g-inverse, ou {1}-pseudoinverse)
de la matrice (p X q), A, il faut et il suffit que l'une des propriétés suivantes soit satisfaite :

(1) La matrice H = X A est idempotente et rg(H) = rg(A) = tr(XA) ;
(ii) La matrice F' = AX est idempotente et rg(F) = rg(A) = tr(AX).
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Preuve Soit X un {1}-pseudoinverse de A, c’est a dire une matrice X telle que AXA = X. On a alors
X(AXA)= XA, et (AXA)X = AX, ce qui signifie que X A et AX sont idempotentes. En général, une matrice
idempotente Y est telle que Y? — Y = Y (Y — 1) = Q. Ceci implique qu’elle est de la forme

Y = P'DP = P~ 'diag(1,...,1,0,...,0)P,

ou le rang de D = diag(1,...,1,0,...,0) est égal au nombre de fois ou la valeur propre 1 de Y apparait sur sa
diagonale. Ceci permet d’écrire I'identité

rg(Y) =rg(D) = tr(D) = tr(Y).
Cette derniere propriété, appliquée a Y = X A, puis a Y = AX, implique que
rg(XA) = tr(XA) = tr(AX) = rg(AX).
Enfin, du fait que AX A = A, les inégalités
1g(A) > 1g(AX) > rg(AX A) = rg(A),

et, de méme,

rg(4) = rg(X A) > rg(AX A) = rg(4),
achévent la démonstration de (i) et (i1), lorsque X est un {1}-pseudoinverse de A.
Réciproquement, si la matrice (¢ x q)

hi by

H=XA=|: :
hy Y
est telle que rg(H) = rg(A), alors Im(H’) = Im(A’), et donc Or(H’) = Or(A’). Maintenant, le fait que H soit
idempotente est équivalent & H(I — H) = O, ou, ce qui revient au méme, par (6.1.2),

Im(I — H) C Ker(H) = Or(H') = Or(A") = Ker(A4).

Ceci implique que A(I — H) = O, soit encore A(I — XA) = O, et donc A = AX A. On a ainsi prouvé que X est
un inverse généralisé de A. La démonstration est similaire lorsque AX est idempotente.O

Théoréme 6.2.1. Soit A une matrice (pxq) et soit A~ un inverse généralisé (ou g-inverse ou {1}-pseudoinverse)
de A. Alors :

(i) La solution générale de l’équation Ax = Q est donnée par

z=(I,— A" A)z, ouz € R? est arbitraire;

(it) La solution générale de ’équation Ax =y, lorsque cette équation est consistante, est donnée par

r=A"y+ (I, — A" A)z, otz € R? est arbitraire;

(ii7) Une condition nécessaire et suffisante pour que Ax =y soit consistante est que :
AA Ty =y.

Preuve Procédons comme pour la démonstration du lemme 5.1, en posant H = A~ A. Le fait que A~ soit
g-inverse de A équivaut alors a
Aly—H)=A—-AATA=0,
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ce qui, par (6.1.2), implique l'inclusion Im(I, — H) C Ker(A) = Or(A4’). D’autre part, par le lemme 5.2,
I’hypothése que A~ soit g-inverse de A implique que H = A~ A soit idempotente. En écrivant la matrice (g X q)
H sous la forme

H = P~ 'diag(1,...,1,0,...,0)P,

on voit que
I, — H =P (I, — diag(1,...,1,0,...,0))P = P~ 'diag(0,...,0,1,...,1)P,

ce qui implique 1'égalité rg(I, — H) = ¢ —rg(H) = ¢ — rg(A) = rg(Or(4’)). Cette égalité, jointe au fait, établi
plus haut, que Im(I, — H) C Or(A"), implique I'égalité Im(I, — H) = Or(A4’), et donc la propriété (3).

On a vu (cf. remarque 5.1(i7)) que xg = A~y fournit une solution particuliere en z € R? de I'équation Az =y
lorsque le systéme est consistant. Pour obtenir la solution générale de ce systeme, il suffit d’ajouter a la solution
particuliere o = A~y la solution générale de I’équation Az = Q. Celle-ci étant de la forme (I, — H)z par le (7),
on conclut donc ainsi a la validité de la propriété (i7).

Pour établir la propriété (ii7), on remarque tout d’abord que lorsque AA™y = y, le systeme Az = y est bien
consistant puisqu’il admet la solution particuliere zop = A~ y. Inversement, s’il existe un x € RY vérifiant y = Az,
alors, du fait que AA~A = A, on a les égalités AA~y = AA~ Ax = Ax = y, qui impliquent que AA~y = y.O
Dans la suite de exposé, nous utiliserons les notations |lu| = (u,u)"/? = (v'u)*/? et (u,v) = u'v pour désigner
respectivement la norme et le produit scalaire euclidien dans l'espace R? (indépendamment de la valeur de d).

Définition 6.2.2. On dit que linverse généralisé (ou g-inverse, ou {1}-pseudoinverse) G de A définit une
solution de norme minimale T = Gy de l’équation consistante Ax =y en x € R?, si, pour tout y € Im(A),

= inf .
IGyll = __inf _Jla]

€RI: Ax=y

Théoréme 6.2.2. Soit A~ un {1}-pseudoinverse de A. Pour tout y € Im(A), T = A~y fournit une solution de
norme minimale de [’équation Az =y en x € RY, si et seulement si la matrice A~ est un {1,4}-pseudoinverse
de A.

Preuve. Soit G un {1}-pseudoinverse de A. Par le théoréme 5.1(4), toutes les solutions en x € R? de I’équation
Az = y sont de la forme 2 = Gy + (I; — GA)z, ot z € RY est arbitraire. Le fait que z = Gy soit de norme
minimale parmi I’ensemble des solutions de cette équation revient donc a écrire que

|Gyl < ||Gy+ (I; — GA)z|| pour tout z € R? et y € Im(A). (6.2.1)

Lorsque z varie dans R?, y = Az parcourt Im(A). On peut donc faire dans ’équation ci-dessus le changement
de variable y = Az. On constate donc que (6.2.1) équivaut &

|GAz|? < |GAz + (I, — GA)z||>  pour tout z € RY et z € R?. (6.2.2)
En développant (6.2.2) on obtient que

|GA|? < [[GAz + (I, — GA)2|]? = [ GA|? + | (I, — GA)z|2 +2(GAw, (I, — GA)z)
pour tout x € R? et z € RY,

ce qui n’est possible que si (GAz, (I, — GA)z) = 0 Vz € RY, ce qui équivaut a
(GA)'(I[,-GA) =0 < (I,—-GA)'(GA)=0. (6.2.3)

Comme le lemme 5.2(7) implique que GA est idempotente, il en est de méme pour (GA)'. On a donc (GA)' (I, —
(GA)") = O, et, par conséquent, (GA)' = (GA) (GA) = (GA)' (GA)'. De ce fait, si x € R? est tel que (GA)x =
O, on a nécessairement (GA)'r = (GA)'(GA)z = 0. Ceci implique que Ker(GA) C Ker((GA)"). Comme
dim(Ker(GA)) = ¢ — tr(GA) = ¢ — tr((GA)") = dim(Ker(GA)’), on a nécessairement Ker(GA) = Ker((GA)").
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On répete ce raisonnement & partir de (6.2.3), qui implique que (I, — GA)'(I; — (I; — GA)) = 0. Comme
(I — GA)’ est idempotente, on aboutit aux égalités (I, — GA)' = (I, — GA)' (I, — GA) = (I, — GA)' (I, — GAY)',
qui montrent que Ker(I, — GA) C Ker((I, — GA)') = Ker(I; — (GA)'). Ces espaces devant étre de méme
dimension, sont identiques. Comme G A et (GA)’ sont idempotents, on a Im(GA) = Ker(I,—GA) et Im((GA)') =
Ker (I, — (GA)’). On obtient ainsi la relation Im(GA) = Im((GA)’). Compte tenu de I’égalité déja établie
Ker(GA) = Ker((GA)'), le fait que GA et (GA)’ soient idempotents suffit & conclure que GA = (GA)'. G est
donc bien un {1, 4}-pseudoinverse de A.

Réciproquement, si G est un {1, 4}-pseudoinverse de A, on a (6.2.3), et, par suite (6.2.1).0

Définition 6.2.3. On dit que Uinverse généralisé (ou {1}-pseudoinverse) G de A définit une solution T = Gy
en moindres carrés de l’équation (pas nécessairement consistante) Ax =y en x € RY, si, pour tout y € RP,

AT —y|| = inf ||Axz —y].
143~y = inf ||z —y|

Théoreme 6.2.3. Soit A~ un {1}-pseudoinverse de A. Pour tout y € RP, & = A~y fournit une solution en
moindres carrés de l’équation (pas nécessairement consistante) Az =y en x € RY, si et seulement si A~ est un
{1,3}—inverse de A. De plus, dans ce cas, toutes les solutions T en moindres carrés de l’équation Az =y en
x € RY, lorsque y varie dans RP, sont données par

T=A"y+ (I —A Az, ouz€eRY est arbitraire.

Preuve Soit G un {1}-pseudoinverse de A, vérifiant donc AGA = A. Le fait que Z = Gy définisse une solution
en moindres carrés de Az = y pour tout y € RP équivaut au fait que

IAGy — y|| < ||Az —y|| pour tout x € R? et y € RP.

Faisons le changement de variable z = z — Gy. Comme alors ||Az —y|| = ||AGy —y + Az||, I'inéquation ci-dessus
équivaut a

IAGy —yl* < [lAGy —y + Az|* = [(AG = Lp)yl* + || Az[* + 2((AG — L)y, Az)
pour tout y € RP et z € RY.

Or, ceci n’est possible que si (Az, (AG —1L,)y) = 0, pour tout y € RP et z € R?. Cette derniére relation équivaut
a A’AG = A’. On obtient, par conséquent, que G'A’AG = G’ A’ , soit (AG)'(AG) = (AG)'. Partant de ce point,
la démonstration s’achéve en répétant les mémes arguments que ceux utilisés pour prouver le théoreme 5.2.0

Définition 6.2.4. On dit que Uinverse généralisé (ou {1}-pseudoinverse) G de la matrice (p x q) A est un
pseudoinverse de norme minimale en moindres carrés de A, si G est tel que :

(1) Pour tout y € RP, T = Gy est une solution en moindres carrés de l’équation Axr =y en x € RY;

(i7) Pour touty € RP, on a

IZ|| = |Gyl < ||Z|| pour tout Z € RY, solution en moindre carré de l'équation Ax =y, (6.2.4)

c’est a dire, telle que || AT — y|| = ||AZ — y|| < ||Az — y|| pour tout x € RI.

Remarque 6.2.2. La propriété pour A~ d’étre un pseudoinverse de norme minimale en moindres carrés (selon
la définition 5.6) est plus forte que celle d’étre a la fois un pseudoinverse donnant, par x = A~ y, une solution
de norme minimale de Az = y (selon la définition 5.4), et, par x = A~ y, une solution en moindres carrés de
Az = y (selon la définition 5.5). En effet, alors que la propriété (i) de la définition 5.6 équivaut aux conditions
de la définition 5.4, la propriété (ii) de la définition 5.6 est plus restrictive que les conditions imposées par la
définition 5.5. On constate, en effet, que la définition 5.5 requiert que I'inégalité

IGy|| < ||Z|| pour tout Z € R, solution en moindres carrés de I’équation Az = y,

soit satisfaite seulement pour les y € Im(A) (c’est a dire tels que Az = y est consistante, auquel cas T vérifie
AT = y). La définition 5.6, quant a elle, impose cette inégalité pour tous les y € RP.
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Théoréme 6.2.4. Soit A~ un {1}-pseudoinverse de A. Pour que A~ soit un pseudoinverse de norme minimale
en moindres carrés de A, il faut et il suffit que A~ soit un {1,2,3,4}—inverse de A, c’est a dire, un pseudoinverse
de Moore—Penrose de A.

Preuve Soit G un {1}-pseudoinverse de A, (vérifiant donc AGA = A). Compte tenu de la remarque 5.2, le fait
que G soit un pseudoinverse de norme minimale en moindres carrés impose qu’il satisfait a la fois aux conditions
imposées par les définitions 5.4 et 5.5. Par application directe des théoréemes 5.2 et 5.3, ceci implique donc que
G est un {1, 3,4}-pseudoinverse de A. Il reste & établir que, sous cette hypothése, G est un {2}-pseudoinverse
de A, c’est a dire, vérifie GAG = G.

Pour cela, on utilise le théoréme 5.3 pour écrire que I’ensemble des solutions Z en moindres carrés de I’équation
Az = y sont données par
T=Gy+ (I-GA)z on z varie dans RY.

Compte tenu de ceci, dans le contexte des hypotheses du théoreme, la relation (6.2.4) peut donc se réécrire sous
la forme

1GyI* < Gy + (I, = GA)z|> = [|Gyl* + (T - GA)z|* + 2(Gy, (I, — GA)2)
pour tout y € RP et z € RY.

Comme ceci équivaut au fait que (Ry, (I — GA)z) = 0 pour tout y € R? et z € R?, on aboutit naturellement &
G(I,-GA) =0 & G =GGA.
Or, G est un {4}-pseudoinverse et vérifie GA = (GA)'. De ce fait, on a nécessairement
G =GGA=G'(GA) =G'AG & G=GAG.

On établit ainsi que G est un {1, 2, 3, 4}-pseudoinverse de A. La réciproque est directe en inversant les arguments
que nous avons utilisés ci-dessus.O]

Lemme 6.2.2. Pour toute matrice A, le pseudoinverse de Moore—Penrose At, s’il existe, est unique.
Preuve Soient X et Y, vérifiant les conditions {1}, {2}, {3} et {4} de la définition 5.3. Alors
X = XAX=X(AX)=X(AX) =XX'A"=XX'(AYA) = XX'((AY)A) = XX'A'(AY)
= X(AX)(AY) = (XAX)(AY) = XAY = (XA)'Y = AX'Y = (AYA)'X'Y
= (A(YA))X'Y =(YAYAX'Y = (YA)(XA)Y = (YA)(XAY =Y(AXA)Y =Y AY
=Y,

ce qui établit Punicité de X = AT §’il existe.O

Exemple 6.2.1. Compte tenu du lemme 5.3, pour montrer qu'une matrice X est égale a AT, il suffit de vérifier
que X satisfait les propriétés {1}, {2}, {3} et {4}. Par ce procédé, on obtient les exemples suivants :

(i) @;,q =0gp;
(i) 1, = (pg) " gp;

(#4i)  Si A est une matrice symétrique (p X p) de rang r, décomposée sous la forme
A= H 'diag(\1,..., A\, 0,...,0) H,
olt H est une matrice orthogonale (telle que H' = H~1), alors

At = H 'diag(\[*t, .. 0h0,...,00 H
= H'diag(\{*,..., 0 50,...,00H

? T )
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est un {1,2,3,4,5}-inverse de A. De plus, toute matrice de la forme

A~ = H 'diag\\h . N S pea, e pa) H
= H'diag\(' . N pegts ey 0a) H
est encore un {1, 3,4}-inverse de A.

(tv)  Si A est une matrice (p x ¢) de plein rang de lignes, i.e., telle que rg(A) = p < ¢, alors,
Al = A/(AA)Y, (6.2.5)
auquel cas, AT = A’(AA")~! est un inverse & droite de A, c’est & dire une matrice telle que

AAT =1T,.

(v) Si A est une matrice (p x ¢) de plein rang de colonnes, i.e., telle que rg(A4) = ¢ < p, alors,
Al = (A'A) A, (6.2.6)
auquel cas, AT = A’(AA")~! est un inverse & gauche de A, c’est & dire une matrice telle que
ATA =1,

(vi) Si A est une matrice carrée inversible, alors AT = A~L. Cest le seul cas possible oi1 il existe & la fois un
inverse & droite Ay de A (ce qui n’est possible que si A est de plein rang de lignes) et un inverse a gauche A, de
A (ce qui n’est possible que si A est de plein rang de colonnes). Dans ce dernier cas, AjAA; = A3 = A, = A~1.

Théoréme 6.2.5. Pour toute matrice A, le pseudo-inverse de Moore—Penrose Al existe et est unique.

Preuve. Soit A une matrice (p x q). L’unicité de AT lorsqu’elle existe ayant été établie dans le Lemme 5.3, il
suffit de prouver l'existence de cette matrice. Si A = O, 4, alors, par le (i) de Pexemple 5.1, on a Al = Og,p-
Dans le cas ot A # Oy 4, le lemme 4.1 montre 'existence d’une factorisation de plein rang de A, de la forme
A= BC, ou Best (pxr), Cest(rxgq),etrg(Ad) =rg(B) =rg(C)=r. Nous allons maintenant établir un
résultat, di a C.C. MacDuffee (1959) (voir Theorem 5, p.23 de Ben—Israel et Greville (Ben—Israel, A. et Greville,
T.N.E. (1974). Generalized Inverses : Theory and Applications. Wiley, New York), montrant que

At =CTBT =¢C'(CC’)"Y(B'B)™'B' = C'(B'AC")"'B'. (6.2.7)

Remarquons que la derniére égalité de (6.2.7) s’obtient en inversant identité B'AC’ = (B'B)(CC’). Pour
établir la deuxieme égalité de (6.2.7), on remarque, par les (iv) et (v) de 'exemple 5.1, que la matrice X définie
par X = CtBT vérifie X = CTBt = ¢'(CC")~Y(B’'B)~'B’. On vérifie enfin que la matrice X ainsi définie est
solution des relations {1}, {2}, {3} et {4} de la définition 5.3. On a, en effet :

(i) AXA=BCC'(CC')"(B'B)"'B'BC = BC = A;

(i)) XAX = C'(CC")~N(B'B)~"'B'BCC'(CC")"Y(B'B)~'B' = C"(CC")"Y(B'B)~'B' = X ;
(iii) AX = BCC'(CC")"Y(B'B)~'B' = B(B'B)~'B' = (AX)';

(iv) XA =C"(CC")~Y(B'B)~'B'BC = C'(CC")~1C = (X A)'.

X est donc bien un {1,2,3,4}-inverse de A, ce qui conclut la preuve de I'existence et I'unicité de Af.00

Théoréme 6.2.6. Les propriétés suivantes sont satisfaites par les pseudo-inverses de Moore-Penrose.
(1) At = A
(i) AT = AV
(iii) AT = (AA)TA = A'(AANT;
(iv)  (A'A)T = ATA'T;
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a 1Af st a#0,

O=0x At si a=0.

(vi)  rg(A) =1rg(A") =rg(ATA) = rg(AAT) = tr(ATA);

(vii) (A® B)t = At ® Bt.

(v) Si o € R, alors (aA)f = {

Preuve. Les relation () et (i7) sont évidentes du fait que, si le couple (A, X) vérifie les propriétés {1}, {2}, {3}
et {4} de la définition 5.1, il en est de méme des couples (X, A) et (4, X').

Pour établir la premiere égalité du (iii), vérifions que X = (A’A)T A’ vérifie les propriétés {1}, {2}, {3} et {4}
de la définition 5.3. On obtient {3} et {4} en remarquant que les matrices XA = (A’A)TA’A, et (par le (i)
AX = A(A’A)TA’ sont symétriques. La relation (1), XAX = X, est évidente, tandis que le {2} s’obtient en
écrivant les identités

AXA=AAA)TAA=ATAAANATAA=ATAA= A

La deuxieme égalité du (iii) se démontre de maniere analogue.

La relation (v) est évidente, compte tenu du (i) de l'exemple 5.1. Pour (vi), on observe tout d’abord que
ATA est idempotente, i.e. telle que (ATA)(ATA) = ATA. Cette propriété est d’ailleurs vraie en général si on
remplace A par un {1}-inverse ou un {2}-inverse de A. De ce fait, rg(AfA) = tr(AtA). On constate ensuite
que rg(AATA) = rg(A) < rg(Al), et de méme, rg(ATAAT = rg(A") < rg(A), d’ott rg(A) = rg(AT). Le méme
raisonnement montre que rg(A) = rg(AA") = rg(ATA), et permet de conclure.

Pour (vii), on observe, par le (iv) de la propriété 1.1, que (A ® B)(C ® D) = AC ® BD. On vérifie alors
directement que A" ® B est un {1,2,3,4}-inverse de A ® B.O

Remarque 6.2.3. (1) En général, lorsque les matrices (p x ¢) B et (¢ x s) C sont arbitraires, on n’a pas
nécessairement (BC) = CTBT. L’exemple suivant (Exemple 3.1, p.31 de Cline, R.E. (1979). Elements of the
Theory of Generalized Inverses for Matrices, U.M.A.P., Newton, Massachussets, U.S.A.) est un contrexemple
de cette identité. Soient

10
s_|1 1 BT:(B’B)‘lB’:l 2 =21 1 1]_1[2 0 0
L1l 2 |- 1 21-2 1 1|°

2 3llo 11 1
10 2 _9
— 1 — 1

cz[(l) } _ﬂ cl=c(ocy =5 1 1 {_; g]zg 0 1],
11 0 -1

10 11

_ T Tt
C’B_(OB)_{O 0};530_[_1 1].

(2) On a, par contre, la relation (B --- By) = B;L e BI chaque fois que By - - - By, est une factorisation de plein
rang de A = B; --- By. En effet, si c’est le cas, on peut réécrire cette factorisation sous la forme A = BDC', ou
B = B est de plein rang de colonnes, D = Bs - - - By_1 est carrée et réguliere, et C = By, est de plein rang de
lignes. Dans ce cas, on peut constater que la matrice

X =c'(cc)'DYB'B)'B' =C'D'Bt = B/B} |- BIB]

vérifie les propriétés {1}, {2}, {3}, {4} de la définition 5.3, et coincide donc avec Af.
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Chapitre 1

Matrices aléatoires

1.1 Regles de changement de variables-I.

Pour introduire les notions qui vont suivre, nous considérons tout d’abord un changement de variable dans

Iintégrale double
I'= // f(X)dx1dxy :/ f(X)dzydxs,
D D

ou D C R? désigne un ouvert de R?, avec la notation

Z1
]

xz[]epcw.

Supposons maintenant que X = X(Y), soit une fonction continiiment différentiable ainsi que son inverse (un
difféomorphisme) de
H — |:y1:| c D/ gRZ,
Y2
dans lui-méme, et que D = X(D’) ou D’ C R? est un ouvert (en bijection bicontinue avec D). Sous ces
hypotheses, il est possible d’effectuer un changement de variables dans le calcul de I, en écrivant cette intégrale
sous la forme

dX
= /D fX)dordes = [ f(x(‘d))‘dy‘dmdyg, (111)

Oz Oz
D1 D1
det | 52,  ous

Oy1  Oy2

ou

‘Cg _ ’W (1.1.2)

(Y1,92)

désigne le Jacobien du changement de variable, c’est a dire, la valeur absolue du déterminant de la différentielle
D(X(Y)) de la fonction X(Y) par rapport & Y, celle-ci étant définie par I'identité

dr Oz, Oz d
=] = (g2 ) [d] = pexeay. (113
T2 oy oy ) L2
Pour réaliser ce changement de variable de maniere directe a partir des différentielles des coordonnées,
6.7;‘1 (9%‘1 (91‘2 (9%2
dri = —d —d, t dro = ——d —=d,
Z1 o Y1+ 90 Y2 € T2 oy Y+ 90 Y2,

on introduit le produit extérieur dx; A dxo des formes différentielles dx; et dzo. Celui-ci est défini formellement
comme la regle de calcul qui justifie I'identité

) ) ) ) 9z, Oz
doy Adzy = (‘/’“dy1 + mldy2> A (”dyl + ”dyz) =det | 91 9 | {dy, Adys}
8291 8y2 ayl 8y2 dy1 Oyo
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On a ainsi effectué le produit extérieur de 2 formes différentielles dans R2. Le procédé précédent se généralise
sans peine, pour établir les regles de calcul permettant de définir le produit extérieur de r formes différentielles
dans R™ pour 1 < r < m. On pose ainsi

( hil,l(y)dyh) AN <Z him,.(‘d)dyir> = { > hil,l(y)...himr(‘d)}dyil A ANdy;
1

= ir=1 1<i1<...<ip<m

en utilisant les identités, valables pour tout couple d’entiers p, g, tels que 1 < p,q < r,
dys, Ao Ndyg, Ao Ndyg, N Ndy;, = —dysy Ao N dyg, N Ndy, AL AN dy;
ce qui donne, en particulier, pour p = g,
dyi, N Ndyi, Ao Ndyi, Ao AN dy;, = 0.

Lorsque, a l'aide de ces regles de calcul, on effectue le produit extérieur de r formes différentielles sur R™, on
obtient une forme différentielle extérieure de degré r, selon la définition ci-dessous.

Définition 1.1.1. Une forme différentielle extérieure (resp. extérieure continue) de degré r dans R™ est une
expression de la forme

Z hiy,..i, (d)dyi, A ... A dyi,,

1<i1 <...<ip<m

ou les fonctions hyy ... (Y) sont des fonctions (respectivement, des fonctions continues), & valeurs réelles, de
YeR™.

Dans le but de faciliter les calculs de changements de variables dans des intégrales multiples, nous considérerons
ici uniquement des formes différentielles extérieures de degré m dans R™. Ces dernieres sont réduites a une seule
expression de la forme h(Y)dyi A ... A dy,,. De plus, comme les Jacobiens de tels changements de variables sont
toujours pris en compte en valeur absolue, nous adopterons la convention implicite qu’une forme différentielle
extérieure de degré m intervenant dans une intégrale multiple n’est définie qu’au signe pres. Cette convention
permet de ne pas attacher une importance particuliere a ’ordre global dans lequel est effectué un produit
extérieur, et de noter indifféremment, par abus de langage

m

d¥) = Ndyi= J\ dyi=dyi A... Adym = |dys A... Adypl.

i=1 1<i<m
Compte tenu de ces remarques, si Y est un vecteur de R™ variant dans D, soit

1
Y=|:|e€DCR™,
Ym

ou D désigne un ouvert de R™, nous écrirons, dans toute la suite, indifféremment

| mi) = [ b - ndy = [l A Al = [ )

Nous considererons dans la suite plusieurs cas particuliers, obtenus lorsque la variable d’intégration varie dans
des espaces de matrices soumises a des restrictions spécifiques. Les notations suivantes seront alors adoptées.
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(i) X = [xi ;] € M4 varie librement dans ensemble M,, , des matrices réelles (p x g). On pose

@dx)= N\ N\ dai;.

i=1j=1

(i) Y = [yij] varie librement dans l’ensemble des matrices réelles (p X p) symétriques (i.e., telles que
Yi,; = yj,; pour 1 <4, j < p). On pose
[@vl= N\ dyi;

1<i<j<p
On adopte ici, ainsi que dans (4ii-iv) ci-dessous, la notation [dY], plutét que (dY’), pour mettre en évidence le
fait que le produit est distinct de celui, adopté dans (), pour le cas d’une matrice non structurée. Par la suite,
on utilisera, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, indifféremment la notation (dY’) ou [dY].
(iii) T = [t; ;] varie librement dans I’ensemble des matrices réelles (p x p) triangulaires supérieures (i.e.,
telles que t; ; = 0 pour ¢ > j). On pose
dr) =N\ dti;.
1<i<j<p
(iv) H varie librement dans I’ensemble O,, des matrices orthogonales réelles (m x m). Nous renvoyons aux
formules (1.2.1), (1.2.4) et (1.4.8) qui suivent, pour la définition de [dH] dans ce dernier cas.

On observera ici qu’il ne peut avoir d’ambiguité entre les notations adoptées au (i), (i), (iii) et (iv) ci-dessus,
car les matrices X, Y, T et H sont soumises & des contraintes différentes dans chacun des quatre cas précédents.

Les propositions ci-dessous énoncent une suite de formules de changement de variables dont 'utilisation s’averera
commode par la suite.

Proposition 1.1.1. Soient X et Y deux matrices (n x m), telles que X = BY, ot B désigne une matrice
réguliere (n X n) constante. Alors
(dX) = (det B)™(dY). (1.1.4)

Preuve. Posons X = [21,...,Zm] = [By1,-..,BYym], ou Y = [y1,...,ym]. De toute évidence, (dX) =
AL (dz;) = A~ ((detB)(dy;)), d’ott le résultat. On notera ici que (1.1.4) reste valable si B n’est pas une
fonction de Y.O

Proposition 1.1.2. Soient X et Y deux matrices (n x m), telles que X = BY C, ou B désigne une matrice
régulicre (n X n) constante, et C est une matrice réguliére (m x m) constante. Alors

(dX) = (det B)™(det C)™(dY). (1.1.5)

Preuve. Posons Z = YC, ou, ce qui revient au méme, Z' = C'Y’. Par application de (1.1.4), on constate que
(dZ) = (dZ") = (det C")"*(dY") = (det C)"(dY). Comme X = BZ, une nouvelle application de (1.1.4) montre
que (dX) = (det B)™(dZ), ce qui permet de conclure. On notera ici que (1.1.5) reste valable si B et C ne sont
pas fonction de Y.O

Proposition 1.1.3. Soient X et Y deux matrices symétriques (m x m), liées par la relation X = BY B’, od
B est une matrice réguliére (m x m) constante. Alors

[dX] = (det B)™T[dY]. (1.1.6)

Preuve. Comme X = BYB’, dX = B-dY - B, et, par conséquent, [dX] = p(B)[dY], ou p(B) est une fonction
(nécessairement) polynomiale des coefficients de B. On vérifie aisément que cette fonction polynémiale satisfait
I'identité, pour tout choix de Bi, Bs € My, m,

p(B1Bz) = p(B1)p(B2).
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On constate alors que les seuls polynomes possibles de ce type sont de la forme p(B) = (det B)*, pour une
valeur convenable de k. Pour trouver la valeur de k, il suffit de considérer un cas particulier. Prenant B =
diag(b,1,...,1), et posant Y = (y; ;), on obtient que

b2y171 byLQ e byl,m
BYE byie Y22 oo Yom
byl,m Y2,m s Ymom

ce qui montre que [B-dY -B'] = b™T1(dY'). On en déduit, dans ce cas particulier, que p(B) = b™*! = (det B)™*1.
Ceci montre que k = m + 1, et établit ainsi (1.1.6).0

Proposition 1.1.4. Soit A = [ai,j} > 0 une matrice symétrique définie positive (m x m), et soit la matrice
triangulaire supérieure (m X m) unique

t171 . tl,m
T=ltl=|: 1]
0 ... tom

a éléments diagonauzx (strictement) positifs (i.e., tels que t;; > 0V1 <1i < m) telle que A =T'T. Alors
[dA] = 2™ Htm AT, (1.1.7)

Preuve. L’existence et I'unicité de T' ont été établies dans (2.4.2). On développe le produit A = T'T', en écrivant
que
al,l e a,]_’m tl,l e 0 tLl e tl,m

aAm,1 .- Gmm, tl,m NN tm,m 0 ‘e tm,m

ce qui fournit en effectuant le produit de matrices

_ 42 _ _
a1 =111 ai2= tiiti2 e Qi =tiitim
42 2 _
22 = tio+l3, ... azm =tialo2+t22tom
_ 42 2
Am,m =+ T e
On différencie, dans l'ordre, ai1,...,a1,m, PUis az2,...,a2 », et ainsi de suite, jusqu’a am . A chaque fois,

on ne retient pas les termes faisant intervenir des différentielles dt; ; qui ont déja été observées dans les termes
précédents. Les termes additionnels correspondants sont alors désignés par ”+x”. Ils ont vocation a disparaitre
dans le produit extérieur final. On obtient ainsi le tableau

dal,l = 2151’1(%1717 sy dal,m = tl,ldtlm =+ %
da2’2 = 2t2’2dt2’2 + *, RN dagym = tg’zdtz’m =+ *
damm = 2tm mdtmm + *,

ce qui fournit (1.1.7), par produit extérieur de ces formes différentielles.0]

1.2 Loi gamma multivariée et loi de Wishart.

Dans ce qui suit, nous allons appliquer ces regles de changement de variables au calcul de certaines intégrales
liées a la loi normale. Nous évaluons tout d’abord la fonction Gamma multivariée.
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Définition 1.2.1. Pour tout entier m > 1, et pour tout réel r € R, vérifiant r > %(mf 1), on définit la fonction
Gamma multivariée Iy, (r) d’ordre m par intégrale

Lp(r) = /A >O(det A)r=mHD2etr(— A)[dA], (1.2.1)

ot A varie dans l’ensemble des matrices symétriques définies positives (m X m).

Remarque 1.2.1. (i) La fonction etr(X), de la variable matricielle X qui apparait dans (1.2.1) a été introduite,
sous forme systématique, par Herz (Herz, C.S. (1955). Bessel functions of matrix argument. Ann. Math. 61 474—
523), et est définie par

etr(X) = exp (tr(X)). (1.2.2)

(#4) Nous verrons plus loin (voir (3.3.3)) que etr(X) = oFp(X) s’interpréte également comme une fonction
hypergéométrique matricielle de X.

(#9t) 11 est parfois utile de faire intervenir la notion de transformée de Laplace matricielle. D’une maniere
générale, si f(A) désigne une fonction de la matrice (m x m) définie positive A > 0, la transformée de Laplace
de f(A) est la fonction g(Z) = f(Z) de la matrice symétrique (m x m) complexe Z = U + iV, avec U = Re(Z)
et V.=1Im(Z) (voir (2.1.2)), définie par

9(2) = J(2) = oo f(A) etr(—AZ)[dA], (1.2.3)

lorsque cette intégrale a un sens.

En général, on peut toujours décomposer la matrice carrée M = [mi,j] en M = Mg+ My, ou Mg = %(M—i— M)
est symétrique, et My = %(M — M) est antisymétrique. Avec ces notations, on constate que

m

tr(M) = Z m;; = tr(Ms).

A cause de ceci, dans 'intégrale (1.2.3), le fait que A soit symétrique implique que

etr (—_AZ) =etr (—%.A(Z + Z/)) )

ce qui explique qu’on limite la définition de ¢(Z) = f(Z) aux matrices complexes symétriques Z, telles que
Z =17, alors qu’on aurait pu s’attendre a travailler plutot sur des matrices autoadjointes (c’est a dire, telles
que Z' =27).

Par ailleurs, on observera que, si Z = U + iV, les matrices U = Re(Z) et V = Im(Z) étant réelles,

letr(—=AZ)| = | exp(tr(—AU)) exp(tr(—iAV))| = | exp(tr(=AU))| = [ exp(tr(—A - Re(Z)))],

ce qui permet d’établir que
/ |f(A)etr(—A- Re(2))|[dA] < 00 = f(Z) = f(A)etr(—AZ)[dA] € C existe.
A>0 A>0

De cette derniere formule, on déduit que si Uy > 0 est une matrice (m x m) positive telle que

sup | f(A) etr(—AUp)| < oo,
A>0

alors

f(2) = f(A)etr(—AZ)[dA] € C

A>0
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existe pour toute matrice symétrique Z telle que Re(Z) > Up. Dans la pratique, toute les transformées de
Laplace du type (1.2.3) que nous considérerons par la suite seront de ce type, et convergentes lorsque Re(Z) > Uy
pour une matrice Uy > 0 convenable. Lorsque tel est le cas, il est possible de vérifier que g(Z) est une fonction
analytique de Z = [Zw] (ou ce qui revient au méme des z;;) dans le domaine des matrices symétriques complexes
défini par re(Z) > Up.

Le grand intérét des transformées de Laplace est que la connaissance de la fonction transformée g(Z) = f(Z )
détermine completement la fonction initiale f(Z). De plus, par 'unicité du prolongement analytique, la connais-
sance de g(Z) pour Z symétrique réelle telle que Z > Uy détermine completement g(Z) pour les matrices Z telles
que Re(Z) > Uy. Nous nous référons a Herz (1955) (voir Herz, C.S. (1955). Bessel functions of matrix arguments.
Ann. Math. 61 474-523) pour une description plus générale des propriétés de la transformation de Laplace ma-
tricielle, ainsi qu’a Muirhead (1982), pp.252-253 (voir Muirhead, R.J. (1982). Aspects of Multivariate Statistical
Theory. Wiley, New York), pour des formules inverses exprimant. f a partir de g. Nous donnerons dans (1.2.11)
ci-dessous un premier exemple utile de transformée de Laplace f(Z) obtenu pour f(Z) = (det Z)a—(m+1)/2,

Proposition 1.2.1. Pour tout entier m > 1, et pour tout réel r € R vérifiant r > %(m —1), ona

Tp(r) = / (det A) =D/ 2etr(— A)[dA] = 75 H r( L(i— 1)). (1.2.4)
A>0 i=1
Preuve. On effectue le changement de variable A <> T, ou T = [t; ;] est 'unique matrice triangulaire supérieure

a éléments diagonaux positifs définie par A = T'T (voir (2.4.2)). La condition A > 0 équivaut & faire varier ¢; ;
dans (0,00) pour ¢ =1,...,m, et t; ; dans R = (—o0,00) pour 1 <i < j < m. Un calcul direct montrant que

trA=tr T'T = Z 12

lj?
1<i<j<m

et det A= (det T)? Ht“,

on en déduit donc, & partir de (1.2.4) et (1.2.1), que

e L
" t;.:>0, 1<i<m Jt; j€R, 1<i<j<m Z I I:I ’

1<i<j<m
— {H/OO r—z(’b 1)— 1eXp(—t?’i)d(t§)i)} H (/OO exp( 7j)dti7j>
i=170 1<i<j<m W~
= TIr(r- b6 ) < (1.25)

i=1
ce qu’il fallait démontrer.0]

Comme, de toute évidence, lorsque m = 1, T';(r) = I'(r) se réduit a la fonction Gamma habituelle, définie pour
r > 0, on doit s’attendre, pour m > 1 arbitraire, a une généralisation de la formule I'(r 4+ 1) = rI'(r). Cette
généralisation est fournie par le corollaire suivant de la proposition 1.2.1.

Corollaire 1.2.1. Pour tout entier m > 1, et pour tout réel r, tel que r > %(m —1), ona

T {ﬁ( L(i—1) )}F (r). (1.2.6)

i=1
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Preuve. Par (1.2.4), on a

Tp(r+1) = WWﬁFO’—i—l—%(i—l))
i=1
— I (- 36— )} (e 36-)
= {IL(r-36-0) i

ce qu’il fallait démontrer.0]

Définition 1.2.2. Soit A > 0 une (m X m) matrice symétrique, définie positive. Une matrice aléatoire (m x m)
symétrique, définie positive, est dite suivre une loi Gamma multivariée Ty, (r,A), ot r > %(m — 1), ce qui sera

noté A < T (r,A), sila densité de A, sur ’ensemble des matrices A > 0 définies positives, est définie par

(det(A))"

r=g(m+1) oty 2.
T () (det.A) tr (—AA). (1.2.7)

f(A) =

On vérifie que la fonction f(A) donnée en (1.2.7) définit bien une densité. Pour ceci, on effectue le changement
de variable A = A™1/2BA71/2_ de sorte que det(A) = (det(A))~det(B), etr(~AA) = etr(—B), et, par (1.1.5),
[dA] = (det(A)~2(m+1D[dA]. Compte tenu de (1.2.1), on en déduit que

LG e s
[ na = /A S e tr (—AA) [dA]
(det(A))” 1(mt1) () gy —1(m+1)
S /B (et (detB) etr (—B) (det(A) (B
1

= — etB) 2 (M oty (— =1
e /B () tr (—B) [dB] = 1

La définition de la loi de Wishart (centrée) qui suit sera complétée plus loin par une construction de cette loi &
partir de vecteurs normaux (voir (2.1.2) et (2.1.24)). Celle-ci autorisera des matrices ¥ > 0 positives, sans étre
définies positives.

Définition 1.2.3. Soit ¥ > 0 une matrice (mxm), symétrique, définie positive On dit qu’une matrice aléatoire,
(mxm) symétrique, A suit une loi de Wishart (centrée) W, (n, ) pour n > m, si elle suit une loi ', (%, 3571).
Ceci est noté

AL W, (0, D) LT, (40, 3570, (1.2.8)

Compte tenu de (1.2.7), A 4 Wi(n,X), si et seulement si sa densité est donnée par

2—mn/2
Lp(3n)

flA) = (det 2)~"/2(det A)% 3 m+1)etr( —127'4) pour A>0. (1.2.9)

Le corollaire suivant de la proposition 1.2.1, établit une nouvelle vérification du fait que f(A), définie par (1.2.9),

définit bien une densité. De plus, il étend ce résultat au cas o § = r est un nombre complexe.

Corollaire 1.2.2. Pour toutr € C tel que Re(r) > 1(m—1), et pour toute matrice (mxm) complexe symétrique
Y telle que re(X) > 0, on a

/ (det A)"=(mFD/2 ety (— 1271 A)[dA] = 2™ (det ) T, (1). (1.2.10)
A>0
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Preuve. Supposons, tout d’abord, que ¥ > 0 soit une matrice réelle symétrique et définie positive. On effectue
alors le changement de variable A = (25)1/2V(25)'/2 qui donne tr(3571A) = tr(V) et, par (1.1.6),

[dA] = {det(25)}z ("D [qV),

et
det(A)"~2(m D) = fdet(28) )72 (D det (V)2 (m D),

Comme det(2%) = 2™det(X), ce changement de variables transforme donc I'intégrale (1.2.10) en

27 (det 3)" / (det V)"~ 07+ Detr(—V)[aV,
V>0

expression qui, compte tenu de la définition (1.2.1) de I',,, (), équivaut & (1.2.10). Le fait que le résultat (1.2.10)
subsiste lorsque ¥ est une matrice complexe est une conséquence de l'unicité du prolongement analytique (voir
la remarque (1.2.1).0

Corollaire 1.2.3. Pour tout r € C tel que Re(r) > %(m— 1), et pour toute matrice (mxm) compleze symétrique

Z telle que Re(Z) > 0, la transformée de Laplace f de la fonction f(A) = (det A)"=(mH+D/2 est donnée par
f(2) = / (det A)"=20m+D oty (— ZA)[dA] = (det Z) T, (r). (1.2.11)
A>0

Preuve. On obtient (1.2.11) en posant ¥~! = 27 dans (1.2.10). Compte tenu de la remarque (1.2.1)-(iii), le
fait que la formule (1.2.11) soit valable pour toute matrice (m x m) symétrique réelle Z > 0 implique que celle-ci
soit vérifiée lorsque Z est symétrique complexe telle que Re(Z) > 0.0

1.3 Regles de changement de variables - I1I.

Le changement de variables suivant nécessite quelques explications préalables. On utilise le fait (voir (2.4.5) que
toute matrice (n x m) Z = [z ;], de plein rang de lignes, égal & m = rg(Z), avec m < n, peut se factoriser de
maniere unique sous la forme

7 = H\T, (1.3.1)

ol Hj est une portion de matrice orthogonale, c’est & dire, une matrice (n x m) vérifiant HiHy; = L,,, et
T = [ti;] est une matrice (m x m), triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux t; > 0, i =1,...,m,
sont (strictement) positifs. Il est alors toujours possible de compléter la matrice Hy, (n X m), par une matrice
H,, (n x (n —m)), (éventuellement vide si m = n), de telle sorte que la matrice H = [H; Ha] soit (n x n) et
orthogonale. Décomposons alors cette matrice en

ha,j
H:[hl U [ R R hnL on hj=1| : | €R" Vi<j<n
hon
L’orthogonalité de H est caractérisée par le fait que ses vecteurs colonnes, hq,...,h,, sont orthonormés, et
vérifient donc
1 sii=yj,
Whs = e
0 sii#j.

Observant que, pour tout j € {1,...,n},

Widhi = hy jdhy.;

r=1
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est une forme différentielle, on constate qu’on peut définir une forme différentielle extérieure, avec des éléments
différentiels ne faisant intervenir que des éléments de Hi, et des coefficients faisant intervenir & la fois des
éléments de H; et de Ho, par

[H|dH,] = /\ /\ h;dh;. (1.3.2)
i=1j=i+1
On notera bien que [H{dH;] est une notation pour désigner le membre de droite de (1.3.2). L’intérét de cette

notation sera justifié dans la proposition 1.1.2 plus loin.

Remarque 1.3.1. La définition (1.3.2) de [H{dH;] présente la particularité non évidente de définir une forme
différentielle extérieure des coordonnées de Hy qui (au signe pres) ne dépend pas du choiz de Hy (sous la seule
réserve que la matrice [Hl Hg] soit orthogonale). Cette caractéristique justifie qu’'on écrive cette expression
en utilisant la notation [H{dH;], qui ne mentionne pas Hy. Soit, en effet, une matrice orthogonale Q arbitraire,
de dimensions (n x n). Si on pose

K = [Ki Kol=[k1 - km kmsr ... kn
= QH=[Qh ... Qhwm Qhmir ... Qhy),

on constate que

[K|dEK,] = /\ /\ k) dk; _/\ /\ h;Q'Qdh; = [H{dH,). (1.3.3)

i=1j=i+1 1=1j7=14+1

Or, pour deux choix différents Hs, et Hop, de Hs tels que [H 1 Hga] et [H 1 Hgb} soient orthogonales avec Hy
fixée, il existe toujours une matrice orthogonale @ telle que K := Q [Hl Hga] = [Hl Hgb]7 ce qui, compte
tenu de (1.3.3), établit bien la propriété annoncée.

Proposition 1.3.1. Soit Z = H\T une matrice (n x m), de rang m < n, ou Hy et T sont comme en (1.3.1),
avec H{Hy =1, et ot T est une matrice triangulaire supérieure d diagonale positive. Alors

= ﬁ ¢ (dT|[H{dH;y). (1.3.4)

Preuve. Complétons H; par une matrice Hy de sorte que [H 1 Hg] soit (n x n) orthogonale. En faisant usage
de (1.1.4), et du fait que H est orthogonale (et donc de déterminant égal & +1), on voit que (en faisant usage
de la convention que (dZ) est défini au signe pres), comme Z = H T,

(H'-dZ) = (det H)"™(dZ) = (dZ). (1.3.5)
Par conséquent, (1.3.5) rameéne le calcul de (dZ) & celui de
(dZ) = (H'-dZ). (1.3.6)

En vue du calcul du membre de droite de (1.3.6), développons la matrice (de formes différentielles) H' - dZ.
Comme Z = H{T, on a 'identité de différentielles

dZ =dH,-T + Hy -dT.

Cette relation, prise en combinaison avec les identités H{Hy = I,,,, et H,Hy = Orn—m,m, implique que
H H;
H -dZ = [Hz] dZ = {Hﬂ (dHy - T+ Hy - dT)
H{-dH,-T+H{-Hy,-dT'| |H{-dH,-T+dT
H)-dH,-T+ H)-Hy-dT| H)-dH,-T

(1.3.7)
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Par conséquent, en combinant (1.3.5) et (1.3.6), on ramene le calcul de (dZ) a celui de

/. .
H - dH, T+dTD (13.8)

(dZ) = (H'-dZ) = ([ H, - dH,T

Le membre de droite de (1.3.8) est obtenu en faisant le produit extérieur de 'ensemble des composantes de la
matrice comprise entre les parentheses. Pour effectuer ce calcul, nous allons expliciter cette matrice, soit

o .d7 — |:H{~dH1'T+dT:|

HY-dH\T
ce qui nous permettra, ensuite, d’effectuer le produit extérieur de ses composantes. Rappelons que
H1 = [hl . hm} s H2 = [hm+1 N hn] et dH1 = [dhl N dhm] .

Le produit extérieur des formes différentielles qui composent la matrice H' - dZ est composé de deux parties.
En premier lieu, nous évaluons la contribution qui lui est apportée par les n — m lignes inférieures de H' - dZ.
Compte tenu de (1.3.7) et (1.3.8), ces n — m lignes composent la matrice

W odhy ... bl dha, oy -dHy - T

H} - dH, T = T=

W.dhy ... h.dhn, b -dH,-T

Le produit extérieur de I’ensemble des formes différentielles composant les éléments de la matrice Hj - dHy - T
est égal a

(H,-dH,-T) = /n\ (W, - dH, - T) = /n\ ((detT)(h;.dﬂl)) (1.3.9)
Jj=m+1 j=m+1

- /n\ ((det 7) 7\ Wjdhi) = (det T)" /n\ (7\ jdh )

j=ma1 j=m—41 =1
= (Iem) A (A nan). (1.3.10)
=1 j=m+1 =1

ol nous avons fait usage de (1.1.4).

Pour évaluer la contribution des m lignes supérieures restantes de H' - dZ, données dans l’expression (1.3.7),
nous commengons par différencier le produit Hj H; = I,,. Ceci nous fournit les identités

La derniére de ces identités exprime que la matrice M = H{ - dH;y est antisymétrique (la transposée de M est
égale & — M), ce qui permet d’écrire le produit M - T + dT sous la forme

0  —hbhdhy —hhdhy ... —hl,dh tin tia ... tim
hydhy 0 —hfydhy ... —h! dhs 0  toy ... tam
! ! i
H{dHlT#*dT: hgdhl h3dh2 0 —hmdh3 0 0 tg’m +dT
B, dhy hl.dhy h..dhs ... 0 0 0 ... tmm

En effectuant le produit matriciel ci-dessus, sans tenir compte des termes en hjdh; apparus dans les colonnes
antérieures (puisque ceux-ci meneront, par la suite, a des produits extérieurs nuls), et en se limitant aux termes
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sous-diagonaux (les termes non pris en compte sont notés, ci-dessous, par le symbole ”%”), on obtient la matrice

0+ dt171 * + dtLQ * + dt1,3 .. ox 4+ dtl,m
hédhltLl * + dtgyg * 4+ dt273 A dt27m
H{ “dH, - T +dT = hgdhltLl hédh2t272 —+ % * + dtg,g L.k dtg,m
hlmdhltlﬂ h;ndhgtg,g + * h;ndhgt&g +*x ... x4+ dtm,m

Le produit extérieur des termes sous-diagonaux de Hj - dHy - T + dT est donc égal &

m

(H! -dH, - T) = (ﬁt;j;—i) /\( 7\ h;dhi). (1.3.11)

=1 =1 j=i+1

De méme, le produit extérieur des termes sur la diagonale, et au dessus de la diagonale, de Hy - dHy - T 4+ dT
est égal a

dT) + {termes faisant intervenir les composantes de (dH;)}. (1.3.12)

Compte tenu de (1.3.6), le produit extérieur de l’ensemble des expressions trouvées en (1.3.10), (1.3.11) et
(1.3.12), mene donc a la formule

m

2= {(IIx) A (Ama)}{(ITe)

j=m+1 =1 =1

( /\ Wdh, )} A {(dT)},

Jj=i+1

E>s

qui coincide ainsi avec (1.3.4).0

Le résultat énoncé dans la proposition 1.3.2 suivante joue un role essentiel dans le calcul de la densité de la loi
de Wishart, lorsque cette distribution est construite a partir de la loi normale multivarié (voir (1.2.10), (2.1.2)
t (2.1.24)). Il peut étre établi comme conséquence simple des propositions 1.1.4 et 1.3.1.

Proposition 1.3.2. Soit Z = H,T une matrice (n x m), de rang m < n, ot Hy et T sont comme dans (1.3.1),
et soit A=2'Z=T'T > 0. Alors

(dZ) = 27™(det A)"~m=V/2[dA|[H|dH,). (1.3.13)
Preuve. Tout d’abord, par (1.3.4),
Ht AT [HdH,).

D’autre part, A = Z'Z =T'T, et par (1.1.7),

[dA} —9gm Htﬁ7i+1[dT] — dT —9—m Ht m+i—1 dA (1.3-14)
i=1
En remarquant que
[[ti: = det T = (det 4)'/2,
i=1

on en déduit que

(d2)

{ﬁt;i—i}{zfmﬁt;w—l}[dfq

1=1

= 2™ t” MY dA|[H]dH,] = 27™(det A)"~™=V/2[H!dH,],
1 1

ce qui établit (1.3.13).0
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1.4 Variétés de Stiefel, groupe orthogonal et mesure invariante.

Une partie £ de I'espace RY est appelée variété (sous-entendu topologique) de dimension p < N, si tout point
x € € possede un voisinage V, dans RY, tel que V,, N € peut étre mis en bijection par une application continue
(une carte locale), ainsi que son inverse, avec un ouvert de RP. La variété est dite différentiable si les cartes
locales sont différentiables ainsi que leurs inverses. Dans la suite de notre exposé, toutes les variétés considérées
seront différentiables, et ce qualificatif sera sous-entendu. Les cartes locales seront, en général, fournies par des
représentations paramétriques simples, définissant la structure de ces ensembles.

Définition 1.4.1. Pour chaque choix possible des entiers m et n vérifiant 1 < m < n, l’ensemble des matrices,
(nxm), H = [hl hm], avec h; € R™ pour 1 < j < m, telles que H{H1 = 1,,, est appellée variété de
Stiefel de parameétres m et n, et noté Vp, .

Les £m(m + 1) relations hjh; = 1 pour 1 < i < m, et hih; = 0 pour 1 < i < j < m, liant les mn coordonnées
de hi,...,hy, permettent de considérer V,, , comme une variété de dimension mn — §m(m + 1) de Vespace
M, m des matrices (n x m). Ce dernier espace, de dimension mn, est isomorphe a l'espace R™". Les deux cas
suivants de variétés de Stiefel sont particulierement dignes d’intérét.

— Lorsque m = n, la variété de Stiefel V), ,,, de dimension %n(n — 1), coincide avec le groupe orthogonal, noté

Oy, = Vin, composé de 'ensemble des matrices orthogonales (n x n), muni du produit de matrices usuel.
— Lorsque m = 1, la variété de Stiefel V; ,,, de dimension n — 1, s’identifie a la surface de la sphére unité dans
R™, et est, ainsi, composée des vecteurs hy € R™ tels que hih; = 1.

Proposition 1.4.1. Pour tout 1 <m < n, on a

Qmﬂ.mn/Z
/ [H{dH,] = —_— (1.4.1)
Vim,n F"’(?”)
Preuve. Soit Z = [Zi,j} € M, une matrice (n x m) dont les coordonnées sont des variables aléatoires

indépendantes de méme loi normale N(0,1). Leur densité jointe (relativement & la mesure de Lebesgue dans

R™") est donc
(2m) "™/ exp ( -3 Z Z Z%) = (271')7"”‘/2etr( - %Z’Z),

i=1 j=1

ou on a posé, pour simplifier les notations, Z = [z”] € My, . Comme l'intégrale de cette densité sur R™"
vaut 1, on a 'identité

/ etr( - %z’z) (dZ) = (2m)"™/2, (1.4.2)
ZeEMnm

En posant, comme en (1.3.1), Z = H,T, de sorte que Z'Z = T'T, et en remplagant, grace a4(1.3.4), (dZ) par
I’élément différentiel

H £ (dT][HydH,),

on peut réécrire (1.4.2) en
{/ | / exp ( - % ) Ht A dtm—}/ [H!dH,)]
t;,:>0:1<i<m Jt; ;ER:1<i<j<m i=1 1<i<j<m Vim,n

2t
- 11 (/ooexp( L2, )at; ) ﬁ(/ exp (- 42, )67 Zdt“) /v [H}{dH,]

1<i<j<m W ~® m,n

I (o 1/2)xﬁ(2<"“>/2f(% - 3i-1))) x / [H}dH,]

1<i<j<m Vinn
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e Lo (3014 1) b | imam)
=1

m,n

=T, (4n)22mnm ></ [H|dH,] = (27)2™", (1.4.3)
Vm,n

ol nous avons utilisé (1.2.4). Finalement, on déduit directement (1.4.1) de la relation (1.4.3).0

Corollaire 1.4.1. On a, pour tout entier n > 1,
2nﬂ.n2/2

/On[HgdHﬂ - /VM[H{dHl) - /On[H'dH] ab it

Preuve. On pose m = n dans (1.4.1). On remarquera ici que la matrice Hy est inexistante pour m = n, ce qui
explique qu’on peut écrire, plus simplement H = H;. Nous conservons néanmoins l'usage de 'une ou l'autre
des notations H ou H; pour m = n, par souci d’homogénéité de I'exposé.O]

(1.4.4)

Corollaire 1.4.2. 1°) Pour tout R > 0 et pour tout entier n > 1, la surface de la sphére de rayon R, dans R™,
définie par R X Sy, avec Sy, = Vi, = {h € R" : 'h = 1}, est donnée par

Kk .
opnp [T BT sin=2k,
Surface(R x Sy) = R”flf [H{dH,] = R" ' =—— = (1.4.5)
Vin F(§n) 92k+1 1k

@R R?*  sin=2k+1.

2°) Le volume de la boule R X B,,, de rayon R, dans R", ou B, = {h € R™ : h’h < 1}, est donné par

k .
n/2 %R% sin =2k,
2" 2254 ab gl o o
WR2 St N = 2]€ + ].
Preuve. On obtient (1.4.5) en posant m = 1 dans (1.4.1). Les relations (1.4.5) et (1.4.6) se déduisent I'une de
I’autre, respectivement, par dérivation et par intégration relativement a R.0J

Remarque 1.4.1. Soit O, = V,,,, = {H € M, ,, : HH' =1,}, le groupe orthogonal, composé des matrices
orthogonales, (n x n), de R™, avec, comme loi de composition interne, le produit matriciel. Alors, la mesure p,,
sur O, définie par

pn (B) :/[H{dHl] :/[H’dH]7 pour B borélien, B C O, (1.4.7)
B B

est invariante (relativement a la loi de composition interne du groupe), au sens que p, (HB) = pp, (B) pour tout
H € O,, et B, partie borélienne de O,,. Cette derniére propriété caractérise u, & une constante multiplicative
pres. En effet, il s’agit alors d’une mesure de Haar sur le groupe localement compact O,,. Une telle mesure est
toujours unique, & une constante multiplicative pres).

On normalise cette mesure en posant (notation spécifique aux matrices orthogonales)

Ly (3n) Ly (3n) Iy (3n)
[dH] = W[H{dHl] = s [H'dH] = Sy /\  Pydhi, (1.4.8)
1<i<j<n
on H = [hy ... hy]. On définit alors une mesure de probabilité p; sur O,, dite loi uniforme sur Oy, en
posant
pn(B) = (O]~ T2 pn(B) = B[dH], VB borélien, B C O,,. (1.4.9)

La mesure p = [dH| vérifie, en particulier,

N;(on):/o [dH] = 1. (1.4.10)

n
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1.5 Regles de changement de variables-III.

La proposition suivante, due & Constantine et Muirhead (voir Constantine, A.G. et Muirhead, R.J. (1976).
Asymptotic expansions for distributions of latent roots in multivariate analysis. Journal of Multivariate Analysis.
6 369-391), est utile dans le calcul d’intégrales liées & la loi de Wishart non centrée. Dans son énoncé, f(H)
désigne une fonction d’une matrice orthogonale H € O, et intégrable relativement & la mesure de Haar [dH]
sur O, telle qu’elle est définie en (1.4.10). On fera usage dans ce qui suit de la mesure [H'dH], proportionnelle
a [dH], et définie comme en (1.4.7). Faisant usage de la décomposition

H= [Hl HQ] pour H e O,,
o Hy € Vy, p, st (n xm) et Hy € Vy_py p, est (n x (n —m)), on pose f(H) = f(Hy, Ha).

Proposition 1.5.1. Pour tout Hy € Vy, ., nous fivons une matrice G = G(H1) € Vy—m n, fonction de Hy €
Vm.n, et vérifiant les propriétés suivantes. Nous posons

H1 = [hl cee hm} et G= [91 SN gn—m},

et supposons que, indépendamment de Hy, [Hl G] = [hl vee hym g1 ... gn,m] définit une matrice
orthogonale. Par ailleurs, lorsque Hy varie dans Vi, n, nous notons Hy € V,,_p, n, une matrice quelconque de
Vy—mon, telle que H = [Hl Hg] € O,, prenne ses valeurs dans l’ensemble des matrices (n x n) orthogonales.
Alors, on a lidentité

f(Hy, Ho)[H'dH)

/H: [Hl HQ] co,

- / { / F(H, GK)[K’dK]}[H{dHl}. (15.1)
H1 €V n KeOp_m

Preuve. A toute matrice H = [H; H,|, associons une matrice K, de dimensions ((n —m) x (n—m)), définie
par la relation Hy = GK. Comme, a la fois G et Hy appartiennent a V,,_,, ,, cette indentité impose que

la matrice K = [/{1 /{m,k] € O, _m est orthogonale. De plus, il est clair que, lorsque H; est fixé et
H = [H, H,] parcourt O,, la matrice K parcourt Op,_,. Posons Hy = [Am41 ... hy|. L'égalité Hy = GK
implique que hy,4; = Gk; pour j = 1,...,n —m. Par conséquent, on a dhy,+; = Gdk; pour j =1,...,n—m.

Par (1.3.2), ceci implique que

[H'dH] = )\ Rjdh;

1<i<j<n

_ { A h;dhi}/\{n/\m}n\h%@+jdhi}A{ A h:””dhmﬂ}

1<i<j<m J 1<i<j<n—m
= { A h;-dhi} A { A n;-G’dhi} A { A dn;G’de} = [H|dH,|[K"dK],
1<i<j<m j i 1<i<j<n—m

ce qui permet de conclure.O)



Chapitre 2

Lois de Wishart et Applications

2.1 Loi de Wishart centrée.

2.1.1 Définition de la loi de Wishart centrée.

Les définitions (1.2.2) et (1.2.3) ont défini la loi de Wishart W,,,(n, X)), lorsque ¥ > 0 est définie positive, comme
cas particulier de loi Gamma multivariée, & l’aide de la formule (1.2.8), qui s’écrit

AL W, (%) LT, (An, Lx71). (2.1.1)

Dans ce qui suit, nous allons donner une construction alternative de la loi de Wishart, qui se trouve étre un peu
plus générale que la précédente, car elle autorise une matrice ¥ > 0, positive, sans étre définie positive. Nous
établirons, ensuite, que la nouvelle relation (2.1.2), utilisée dans la définition 2.1.1, est équivalente & la relation
(2.1.1) de la définition 1.2.3 antérieure, lorsque ¥ > 0.

Définition 2.1.1. Soient Z1,...,7Z,, n vecteurs aléatoires indépendants de R™, de méme loi normale centrée
N, (0,%), ou ¥ > 0 désigne une matrice (m x m) symétrique positive. La loi de Wishart (ou loi de Wishart
centrée) de dimension m, an degrés de liberté, est la loi de probabilité de la matrice aléatoire (mxm) symétrique
positive définie par

n
A=>"77] (2.1.2)
=1

On note cette propriété par A 4 Wi (n,X).

Compte tenu de la convention 2?21 Z;Z! = Oy, m, on prolonge la définition (2.1.2) au cas ot n = 0, en
définissant la loi de Wishart W,,(0,%) comme la loi de la matrice carrée (m x m) nulle O, .

Posons
Zy
L=1[Z1 ... Zp) =|:|€EMum <<= Z=[Z1 ... Zn]€Mpn.

Conformément aux notations habituelles des lois normales matricielles (voir (3.4.7)), la matrice aléatoire (n xm)
Z suit une loi normale matricielle de parametres
d
7= Nn,m(@n,ma Hn & E)
Rappelons que, avec ces notations, si Y € M,, ,,, suit une loi normale matricielle, on a I’équivalence

YL N, (M) < M=E(Y), T =var(vec(Y)).

121
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On constate alors que la relation (2.1.2) s’écrit de maniere équivalente sous la forme

A=77 LW, (n,5). (2.1.3)

2.1.2 Loi de Wishart et échantillonnage de la loi normale.

La loi de Wishart apparait naturellement dans ’échantillonnage de la loi normale multivariée. Il s’agit de
I’analyse statistique d’un échantillon aléatoire, composé d’une suite finie Xi,..., X, d’observations indépen-
dantes de méme loi normale N,,(u,X). Ayant observé Xy, ..., X,,, on cherche & en déduire des renseignements
sur les parametres, a priori inconnus, p € RP et 3. En particulier, le théoreme suivant joue un réle fondamental
dans 'estimation de p et X.

Théoréme 2.1.1. Soit X1,...,X,, un échantillon de n > 1 vecteurs aléatoires indépendants de méme loi
normale Ny, (1, 3), ot ¥ > 0 désigne une matrice (m x m) symétrique positive. Alors les statistiques

L 1 n n . L n L
X=X et A=Y (X -X)(X;-X) = X;X]-nXX, (2.1.4)
n
i=1 i=1 i=1
sont indépendantes et telles que
X LN, (0 ') et AL Wo(n—1,%). (2.1.5)
Preuve. Posons
X1 W
X=|: de sorte que E(X)=|:|=1,@u =14 (2.1.6)
X! o

Notons que
A=>(X-X)(X; - X) = > X;X]-nX X =X'X-nX X .
i=1 i=1

Construisons maintenant une matrice (n X n) orthogonale H de la forme

n~1/ 21, h:l
hs hy
H= ) =1.1,
ol hy = n~1/21, et ha, ..., hy, sont des vecteurs orthonomés de R", vérifiant h;hz =1 ou 0, suivant que j = /¢

ou j # £. Une telle matrice existe nécessairement, puisque h; = n~'/21,, est de norme euclidienne égale & 1.
Pour construire ho,...,h,, il suffit donc de choisir une base orthonormée quelconque du sous-espace de R™
orthogonal (pour le produit scalaire habituel) au vecteur 1,, € R™.

On constate alors que

Y/ X nl/2X hE(X) 8 n/2y
Y= Yé = HX = hé,x = hi‘fx et EY = h/ZE;(X) = hlzﬂ,”u/ = (,) . (2.17)
Y BX BX B E(X) W1 0
En effet, compte tenu de (2.1.6) (voir (2.5.2)), et de la linéarité de I'espérance, on a, pour j = 1,...,n,

1/2 1 =1
m pour j > 2,
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et donc, par transposition de ces formules,

E(Y;) = n'/2u pour j =1,
A 0 pour j > 2.

D’autre part, en posant, pour j =1,...,n,
hija
hy=1 11,
L hjn
on peut écrire les relations
> n
Y/ =hX=[hjn . ) | =D kXl e V=) hiX,.
XV r=1 r=1
nl

Par conséquent, on a les relations, pour 1 < j,¢ < n,

E((Y; — E(Y,)(% ~E()) = E({ hj,r<qu>}{ihz,s<Xsw)’})

B3 b (X — (X~ )

r=1s=1
b sij=1{,
- Zhﬂher (Wihe)S = 7
Om,m sij#L.
On en déduit que les vecteurs aléatoires Y7, Yo, ..., Y, sont indépendants, et tels que

Y, =nl/2X £ Np(n'?p, %) et Y 2 Np(0,%) pour j=2,...,m
De plus, par (2.1.7), Porthogonalité de H permet d’écrire que
YX X =XX=XHHX=YY=) Y)Y/ =nX X +) YiV{,
; i=1 =2
ce qui permet d’établir que
n n
—_
A= ZXiXi’ —nXX = ZYZ»YZ.’ =Wn(n—1,%),
i=1 =2

est indépendant de X = n~'/2Y10N,,(u,n"'%).0

2.1.3 Estimation du Maximum de Vraisemblance de p et .

Les statistiques X et A définies en (2.1.4) sont directement liées aux estimateurs du mazimum de vraisemblance

des parametres p et ¥ de la loi normale N,,(u,Y), a partir d’un échantillon X,...,X,, de cette loi. On a les
résultats suivants.
Soit
X1
X = L Ny (It I, @ ) = Ny (1, © 1, I, @ X2),
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la matrice des observations associée a un échantillon X1,..., X,, de taille n > 1, composé de variables aléatoires
indépendantes de méme loi [i.i.d.], normale N, (1, X). Sous 'hypothése que ¥ > 0 est définie positive, X possede
une densité, donnée comme le cas particulier de (3.4.14) obtenu pour C =1, D =¥ et M = 1,1/, et que nous
réécrivons ci-dessous par commodité sous la forme

FOGuE) = (2m)7""/3(det E)‘"/zetr( — (00— L )2 H(X - llnu’)’)

—  (2m)™2(det z)*”/%u«( — IO — L) (X — nnu')) (2.1.8)

o=

—  (21)"™"/2(det 2)—”/2etr( — 19X — B(X))(X — ]E(X))).

Il est utile d’exprimer la vraisemblance
L(p, %) = f(X;p, %), (2.1.9)

obtenue en remplacant X par X dans (2.1.8), et en faisant intervenir les expressions

Y:%in et A= (X; - X)(X; - X). (2.1.10)
=1 =1

On obtient le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Sous les hypothéses ci-dessus, les matrices indépendantes A et X sont telles que
L1, ) = f(X; 1, %) = (21)~™/(det E)_N/2etr( - %E‘I{A + (X - p)(X - u)’}). (2.1.11)

Preuve. L’indépendance de X et A est conséquence du théoréme 2.1.1. Pour établir (2.1.11), on écrit que

(X-EX)(X-EX) = Y (Xi-w)X—n)

= A+n(X - p)(X - p).
On conclut en remplagant X par X dans (2.1.8).0

Compte tenu de (2.1.11), on obtient aisément I'expression des estimateurs [ et 5} du maximum de vraisemblance
de p et X. Ceux-ci sont, par définition, les valeurs (ici uniques) de i et X, telles que

L(7i,S) = sup L(p, ¥). (2.1.12)
1,2

Théoréme 2.1.2. Sous ’hypothése que ¥ > 0, les estimateurs [i et i, du mazimum de vraisemblance de u et

de X3, basés sur lobservation de ’échantillon aléatoire X1, ..., X,, de la loi normale N,,(u, ), sont donnés par
=X 1§TL:X P 51y 1}6(){ X)(X; — X) (2.1.13)
= = — i e = — = — i i . N
8 [t " i
De plus, indépendamment de X > 0,
L(7, %) =sup L(1, D) = L(X, %) = (2r)"™"/%(det 2)—"/2etr( - %2-%4), (2.1.14)
I
et .
L(fi,2) = sup L(p, X) = sup L(fi, £) = (2m) "™/ 2n™"/2(det, A)~"/2e=mn/2, (2.1.15)
w2 2
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Preuve. De (2.1.11), on déduit aisément que

L(p,%) = (210)7™/2(det Z)_"/Qetr( - %Z_lA) exp ( —2X —p'sTN(X - u))
< L(X,%) = (27)"™/2(det Z)_"/Qetr( - %2-%4),

avec égalité si et seulement si = X. Ceci établit (2.1.14). La preuve de (2.1.15) est plus délicate. On écrit que

logL(p, %) = f% log(27) — glog {det ¥} — % tr{ ©TA}
= 7% log(27) + glog {det A1/2E*1A1/2} - % tr{ Al/QEflAl/z}
fg logdet A
= —% log(27) + % i(n log A\i — \;) — glog det A,
ott A, ..., A\ désignent les valeurs propres de la matrice symétrique positive A2 ~1AY2. Or, la fonction

g(A) =nlog A — A,

lorsque A varie dans R, atteint son maximum pour A = n. On en déduit que

log L(, %) < —% log(2m) + %(nlogn —-n)— g log det A,

avec égalité si et seulement si A\; = ... = A, = n. Or, cette derniere condition équivaut & AR -1 AY2 —
et donc, au fait que ¥ = X = (1/n)A. Faisant usage de (2.1.14), on en déduit que

sup L, 2) = sup L(7i, %) = L(, %) = L(X,n " A) = (2r)"™/2(det {n~1A})~"/etr (—1 nl)
[, h

La conclusion (2.1.15) est alors immédiate.0

Remarque 2.1.1. La démonstration du théoreme 2.1.2 montre que, d’une maniere générale, pour toute matrice
symétrique A > 0 (m x m), et pour tout v > 0 (non nécessairement entier),

sup {(det E)*”/Qetr< - %E*1A>} = /22 (et A)TV/?, (2.1.16)
£>0

le maximum étant atteint pour ¥ = (1/v)A.

Théoréme 2.1.3. Sous l’hypothése que o > 0, les estimateurs i et o du mazimum de vraisemblance de u et de

o, basés sur l'observation de ’échantillon aléatoire X, ..., X, de la loi normale N,,(u1,0°L,,), sont donnés par
i-x=l Zn:X o tso Loy {zn:(x X)(X Y)’} (2.1.17)
= = — i e o = —2=— = — i i . 1.
K n — m mn mn —

De plus, indépendamment de o > 0,

— 1
L(,AL,) = supL(p,0°Ly) = L(X,0°L,) = (277)_’""/20_"’"6&{ - 272/1}, (2.1.18)
I g
et . /2
L(j,5%0,,) = supL(u,o%Im):supL(ﬁ,UQHm):(2w)*mn/2{7trA} e~m/2 (2.1.19)
W, o mn
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Preuve. En remplacant ¥ par oI, dans (2.1.11), on obtient que

At aX - (X '}

= (27r)*m”/20*m"etr{ — T;A} exp{ — %‘Q(Y — ) (X — u)}

1 1
< (27r)*m”/20*m"etr{ - ﬁA} = (27r)*m”/20*m"exp{ — Q—Qtr A},
o o

L(u,azﬂm) = (27r)’m"/2(det U2H,,L)*”/2etr{

le maximum étant atteint, indépendamment de o > 0, pour p = i = X. Ceci établit donc (2.1.18). On constate

ensuite que

1
mn—i——trA:O,

d _
——log L (X,0°L,) = ~501 1 5.3

d(c?)
pour 0 =52 = -Ltr A, ce qui établit (2.1.19).0

2.1.4 Test du rapport de vraisemblance de I’hypothéese de sphéricité.
Les résultats de ce paragraphe sont des conséquences directes des développements des §2.1.2 & 2.1.3.

Par hypothése de sphéricité sur X 4 Np(11, %), on entend 'hypotheése que la matrice de variances-covariances,
de la forme ¥ = 021, est diagonale, pour une valeur convenable de o > 0. Les résultats précédents permettent
une description simple du test du rapport de vraisemblance de cette hypothese, contre ’alternative que ¥ > 0
est quelconque.

Corollaire 2.1.1. Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,, issu d’une loi normale N, (u, %), la sta-
tistique du test du rapport de vraisemblance de I’hypothese nulle
(H.0) ¥ = 021, pour une valeur de o >0 ;
contre I’hypothese alternative
(H.1) ¥ > 0 est quelconque ;
est définie par

L(G, 021, n/2
950 (7, 07Im) _ det A / (2.1.20)

sup L(y, ¥) (Ltr A)m

22 mn
Preuve. On déduit aisément (2.1.20) de (2.1.15) et (2.1.19).0
Remarque 2.1.2. Il est commode d’écrire T = V2, on

det A
(—tr A)
mn

Le rejet de 'hypothese (H.0) est effectué au seuil « lorsque V < v,, ol v, est choisi de sorte que
IP’(V <, | (H.o)) - a

On obtient, par application de la théorie générale des tests du rapport de vraisemblance, que, sous (H.0), la loi
limite de —2log 7, lorsque n — oo, est donnée par (voir (2.4.14))

(m+2)(m—-1) m(m+1)

—2log7 = —nlogV % x% ou f= 5 =51 (2.1.22)

La valeur de f correspond au nombre W, de parametres libres caractérisant ¥ sous (H.1), duquel on

retranche 1, nombre de paramétres libres caractérisant ¥ = oI, sous (H.0).
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2.1.5 Densité de la loi de Wishart centrée.

Sous les hypotheses du §2.1.1, revenons a 1’étude du cas centré, correspondant a un échantillon Z3,..., 7, de
n > 1 vecteurs aléatoires indépendants, de méme loi normale centrée N,,(0,3). On pose alors
n Z
A=T70= Z:Z/ 2 Wn(n,2) avec Z=[Z ... Z) =|:
=1 Zvlz
Comme précédemment, 3 > 0 désigne une matrice (m X m) symétrique positive.

D’une maniére générale, comme A = Z'Z, le rang de la matrice (n x n) Z vérifie les relations
rg A =r1g Z < min{m,n}.

D’autre part, on a nécessairement rg Z < rg ¥ < m. Donc, si A 4 Win(n,X) est comme en (2.1.2), on a
nécessairement

rg A < min(n,rg X). (2.1.23)
De ce fait la loi de Wishart ne peut posséder de densité que si, d’une part, n > m (le nombre de degrés de
liberté est au moins égal & la dimension de l'expace), et si, d’autre part, la matrice de variances-covariances X
est définie positive.

Le théoreme suivant donne ’expression de cette densité lorsque ces deux conditions sont satisfaites. Rappelons
la définition 1.2.1 de la fonction gamma multivariée I, (a) pour a > %(m — 1), qui, dans le cas particulier ou
a = n/2 donne la relation

Lo(3n) = x5 T[T (0 —i+1)).
i=1
Théoréme 2.1.4. (Densité de la loi de Wishart) Si A = W,,,(n, %), avec n > m et X > 0, alors la densité de
A existe et est donnée par
2—mn/2

=5
m\3

pour A >0, et f(A) =0 autrement.

(det X)""/2(det A)2"~2("+D oty (—1n714), (2.1.24)

Preuve. Posons M =0, C =1,, D =% et X = Z dans (3.4.14). En utilisant le fait que
tr(zx 12 = tr(X'2'7),

on constate que I'élément différentiel correspondant & la densité de Z est donné par I’expression

n

{ [J2m) "/ (dets) "/ exp (~ 1 227" 2,) }(dZ)

1=1
= (2m)7™/2(det X) " 2etr (-1X7'2'Z) (dZ)
(2m) 7™/ 2 (det £) 7" 2etr (- 3571 A) (dZ).

Effectuons maintenant le changement de variable Z = H;T, comme en (1.3.1). On obtient alors le jacobien de
ce changement de variable par (1.3.13), ce qui permet d’écrire

(dZ) = 27 "™ (det A)z"~ ("D G A][H!dH,].
L’élement différentiel correspondant a la densité jointe de A et de H; est donc donné par

(2m) ™2 (det )7 2etr (—1071A) 27 (det A)2" 2D [A][H]dH, ).
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Comme, par (1.4.1),
Qmﬂ.mn/Q

HdH,] = —"
/v[ W] =5

on obtient alors directement (2.1.24) apres intégration relativement & H; sur V, .0

La forme de la densité donnée en (2.1.24) a été obtenue pour la premiere fois, dans le cas général ot m > 1 est
quelconque, en 1928 par Wishart (Wishart, J. (1928). The generalized product moment distribution in samples
from a normal multivariate population. Biometrika 20A 32-43). Lorsque m = 1 et ¥ = ¢°I = [02], la loi de
Wishart Wi (n, o) coincide avec celle de la loi a2x2.

2.1.6 Décomposition de Bartlett associée a la loi de Wishart centrée.

Lorsque ¥ = I,,,, la loi de Wishart W,,(n,X) = W,,(n,I) admet une décomposition particulierement simple,
décrite dans le théoreme suivant.

Théoréeme 2.1.5. (Décomposition de Bartlett) Soit A < Win(n,Ly), avee n > m, et soit A = T'T la
décomposition unique de A, obtenue lorsque T = [ tij ] est une matrice triangulaire supérieure a éléments
diagonauz t;; positifs, pour 1 < i < m. Alors, les composantes t;j, 1 <1 < j < m, deT sont des variables

aléatoires indépendantes, telles que tfl 4 X%ﬂ'ﬂ; pour 1 <i<m, ett;; 4 N(0,1) pour1 <i<j<m.
Preuve. Remarquons qu’une matrice triangulaire supérieure est, par définition, de la forme
tl,l U tl,nL
T = . . .
0 - twm
L’élément différentiel de la distribution de la matrice A est donné par (2.1.24), soit
272 ot AY ) agr(— 1 A4)(dA)
—— (de etr( — 3 .
Fm(in) 2

Comme A =T'T, on a

m

rA=trT'T= Y £, et det A=detT'T = (detT)’ Ht

NE
1<i<j<m
D’autre part, par (1.1.7), on a
(dA) = 2™ Htm Hdr) = 2™ Htm Nty (2.1.25)
1<i<j<m
tandis que, par (1.2.4), on a

Lo(dn) = mm“Hr (Bn—i+1).

En effectuant les remplacements successifs dans 1'élément différentiel de A de tr A, det A, (dA) et I'y,(3n), par
leurs expressions respectives, données ci-dessus, on obtient que 1’élément différentiel associé a la densité jointe
des t; ;, pour 1 <14 < j < m, se factorise sous la forme

(I (P )T gy 02 et i)

1<i<j<m i=1

1,59

Ceci permet de conclure, par (3.1.1) et (4.1.9).0



2.1. LOI DE WISHART CENTREE. 129

2.1.7 Variance Généralisée.

Les résultats principaux de ce paragraphe sont des conséquences naturelles de la décomposition de Bartlett
(théoreme 2.1.5 du §2.1.6).

La notion de variance se généralise de plusieurs maniéres dans R™ pour m > 2. On utilise souvent la définition
suivante, due & Wilks (1932) (Wilks, S. S. (1932). Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika,
24 471-494).

Définition 2.1.2. Soit X € R™ wun vecteur aléatoire de matrice de variances-covariances ¥ = Var(X). On
appelle variance généralisée de X, le déterminant det X2 de X.

Si Xi,...,X, désigne un échantillon de taille n = N + 1 d’une loi normale N,,(u,X), on estime la variance
généralisée :

— Soit par la variance généralisée d’échantillonnage det S

— Soit par la variance généralisée empirique det s

Ici, on pose

_ 1 &
X=- Z;Xi, (2.1.26)
= - - ~ 1
A=N"(X-X)(X; - X) LW, (n—1,%), S=—A4, (2.1.27)
n
=1
§=-"_5= ! A*iA lorsque n=N+12>2 (2.1.28)
a1 n-1"" N q - = -

Le théoreme suivant est une conséquence simple de la décomposition de Bartlett (Théoreme 2.1.5).

Théoréme 2.1.6. Soit A < Wi (N, X) une matrice de Wishart, ot m > N > 1, et ot la matrice ¥ > 0 est
supposée définie positive. On pose S = N~LA. Alors,

mdet S det A g M.
N qts T ders 1;[1 XN—i+1 > (2.1.29)

ot HZ’;I X?V—i-u désigne symboliquement le produit de m variables aléatoires indépendantes de lois respectives
X?V—i-l—l’ pouri=1,....,m.
Preuve. Si A 2 Win(N,X), alors B = $-1/249-1/2 & Wi (N, T,). Posons alors B = T'T, ot T = [ i ]

est une matrice triangulaire supérieure, a éléments diagonaux positifs. Le résultat est alors une conséquence
directe, d’'une part du théoreme 2.1.5, qui exprime que les t?, sont des variables aléatoires indépendantes,

suivant, respectivement, des lois du X%—z‘ 41, pour ¢ =1,...,m, et d’autre part, de 'observation que
det A g TT.2
Gy = et B =(det T)* = 1_[175 (2.1.30)
1=

Cette derniere relation est, de toute évidence, équivalente a (2.1.29).0
Hormis les cas ot1 'expression de la loi du produit de variables aléatoires suivant des lois du x? est simple, il est

commode d’utiliser 'approximation suivante pour la distribution de la statistique donnée par (2.1.29).

Corollaire 2.1.2. Soit A < Wi (N,X) une matrice de Wishart dont le nombre N de degrés de liberté est
supérieur ou €gal a la dimension m de l’espace, N > m, et correspondant a une matrice % > 0 définie positive.
On pose S = N~1A. Alors, lorsque N — 0o,

N det Sy 4
Vo log { - 2} 4 N(0,1). (2.1.31)
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Preuve. On constate tout d’abord que si ny 4 X% on peut poser ny = Ef\il ¢, ou (q,-..,C, désignent
des variables aléatoires, indépendantes, et de méme loi du x3. Comme alors E(¢;) = 1 et Var(¢;) = 2, pour
t=1,...,N, on a, par the théoréme central limite, la convergence en loi, lorsque N — oo,

N 1 d

(N lpy —1)=+/— — N)—= N(0,1).

5 (Vv —1) o (v = N) (0,1)

Il s’ensuit que, lorsque N — oo, la variable y = N~y — 1 vérifie Oy = N~y — 1 = Op(N~/2). On a donc,
en conséquence, lorsque N — oo,

logny —log N =log (14 0x) = 0n + Op(N ).

Par conséquent, on constate que, lorsque N — oo,

N N
\/ 5 (ogny —logN) = \/ 5 O + 0x(N71/?) 4 N(0,1). (2.1.32)

Nous nous sommes, ici, servis du développement asymptotique log(1+z) = 2z + O(z?) lorsque z — 0. Supposons

maintenant que t?l < X% _ip1 SOit comme en (2.3.11). Alors, on déduit directement de la convergence (2.1.32),

que, indépendamment de ¢ = 1,...,m, lorsque N — oo,
N
1/ 5 (logtii —log N) KN N(0,1).
Comme les tfi, i =1,...,m, sont indépendants, il s’ensuit que, lorsque N — oo,

IN & ¢
5 Z(logt?’i —log N) 4 N(0,m).
i=1

Cette propriété, jointe au fait que, par (2.1.30), on a

log{%} = log{%} —mlog N = ;(logtii —log N),

relation qui méne directement & (2.1.31).0

Remarque 2.1.3. D’une maniére générale, on écrit, pour une suite u,, > 0, que Y,, = Op(u,,) lorsque n — oo,
sion a

lim {limsupIP’(|Yn| > run)} = 0.
00

n—0o0

De maniére analogue, on écrit que Y;, = op(uy, ), lorsque n — 00, si, pour tout r > 0 fixé,

lim P(|Y,| > ru,) = 0.

n— oo

2.2 Propriétés de la loi de Wishart centrée.

2.2.1 Fonction caractéristique de la loi de Wishart centrée.
Soit A= [ ag; ] 4 Wy (n, ) une matrice aléatoire (m x m) symétrique. On désigne par © = | 0, ; | est une
matrice (non-aléatoire) symétrique (m x m). Observons que

m

tr(0A4) =3 Ojar; = Oueace+2 > Opjac;.
=1

=1 j=1 = 1<t<j<m
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Désignons par U = [ ug; |, une matrice symétrique (non-aléatoire) (m x m). Si on définit © = [ 6y |, en
fonction de U par les relations
%Ug ; sl #y,
0i; = ’

Uy e sil = j,

on constate que
m m

Z Ue,jQe,j = Z Z Op,50¢,; = tr(0A).

1<j<j<m =1 j=1

Ces préliminaires nous amenent a définir la fonction caractéristique de A, par I'une ou l'autre des fonctions

oa(U) :]E{ exp (i Z uz,jam)} P4 (0) = {exp (1tr(A@))}

1<t<j<m

Comme dans les calculs la forme ¢% (©) de la fonction caractéristique est généralement plus commode & exprimer
que ¢4(U), nous nous limiterons, dans ce qui suit, & I’évaluation de ¢% (), lorsque A suit une loi de Wishart.
On obtient alors le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.1. Soit A< Wi(n,X). Alors,
4 (0) = {eXp (ltr(Ae))} = det(I,, — 2i0%)"™/2, (2.2.1)

Preuve. Soient X = X3,...,X,, des vecteurs aléatoires i.i.d., de loi comune N,,(0,X). On peut alors écrire,
sans perte de généralité, A sous la forme
n
_ X !
A=>"X;X].
j=1

On en déduit que
$%(0) = E{ H etr(inXJ/»@)} = E{ exp (iX’@X)} .
j=1
Posons maintenant X = SY/2Y, ot Y £ N, (0,1,,). Compte tenu de ce qui précede, ’évaluation de ¢% (©) se
ramene a [’évaluation de
J(©) = E{ exp (iX'0X) | = E{ exp (iv'51/2051/2Y) |.
Comme A = X1/20%1/2 est symétrique (m x m), il existe une matrice orthogonale H telle que
A = HSY?2ORY2H' = diag(A1, ..., Am),

olt A1,...,An, sont les valeurs propres de £1/20%Y/2 Posons Z = H'Y = [ Zy ... Zp ]/ ou, de maniere

équivalente, Y = HZ. De toute évidence, Z £ N, (0,1,,), et les composantes Z1,...,Z,, de Z, sont i.i.d.
N(0,1). On a donc

m

J(O) = E{ exp (iZ AZ)} {exp Z /\mZ }
_ ﬁ {1 - QiAj}_1/2 - det( - 21A) v det( - 21{H21/2}@21/2H’) i

—  det (Hm - 21621/2H’{H21/2}>_ v det( - 21@2)_1/2,

ol nous nous sommes servis de (2.6.11). La conclusion (2.2.1) est alors immédiate.0
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2.2.2 Loi de Wishart et régression linéaire.

Le théoréme suivant a une importance fondamentale dans une série d’applications. Nous considérons le cas ou

Y > 0 est une matrice (m x m) définie positive, partitionnée en blocs, de méme que A 4 W (n, %), sous la

forme suivante. On pose
An Agp Y11 X1
A= ' ’ t XY= ’ . 2.2.2
[A2,1 Ag o ¢ Yo1 Y22 ( )

On suppose que Xq,1 et Ay 1 sont (k X k), et que Xa o et Ay o sont ((m —k)x (m— k:)) De plus, on raisonne
danslecasou 1 < k < m.

Théoréme 2.2.2. Supposons n > m. On pose

Ao = A1y — A1pA 3421 et Sipo =311 — 512553501 (2.2.3)
Alors, sous les hypothéses ci-dessus,
(1) A 2Wi(n,511) et Aps £ W (0, La) ;

(2) Aj1.0 4 Wi(n—m+k,X1.1.2) est indépendant de Ay 5 et Ago.

(3) Conditionnellement a Az 2 = as2, A1 2 suit une loi normale matricielle
L(A1|A22 = a22) = Nk (31,255 3022, 51,12 @ az2). (2.2.4)

Preuve. Pour démontrer (1), il suffit de revenir & la définition (2.1.2) de W,,(n, X). Désignons par

_ [Yia| 4 Y11 Y .
Yz_ |:}/;’2:| _Nm <©m7 |:22,1 2272 ) 7’_1,"';”7

une suite de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi. On observe que, respectivement,
d . d .
1/;,1 :Nk((o)kazl,l)a ’L:l)"wn et E,Qsz—k)(@m—k;ZQ,Q)a ZZla"'a”)

forment deux suites, composées, I'une comme 'autre, de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi. Par
conséquent, si nous posons, par (2.1.2),

. A, A
A= }/iyl _ 1,1 1,2
; ¢ {A2,1 Az o
alors, toujours par (2.1.2), nous avons les relations
- d - d
A = ZY;JY{J =Wi(n,322) et Ao = ZYmY{,z = Wi—k(n,X22).

i=1 i=1
Pour démontrer les relations (2) et (3) du théoreme 2.2.2, observons tout d’abord que 1’élément différentiel de
la loi de A < Win(n,X) est donné par (2.1.24), soit
2—mn/2

S (det X)72 (det A)2" Tz ety (— 1x71A4)[dA). (2.2.5)

f(A)[dA] =

Nous allons effectuer, dans (2.2.5), le changement de variables

A A _
A= {Aii A;z] — (31,1 =A1120=411— A1,2A2,%A2,17Bl,2 =A12,B290 = Az,z)-
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En posant By 1 = B! ,, ce changement de variables équivaut & poser
2,1 1,2>

Ain = Aig2+ A1,2A£§A2,1 =B+ B1,2B§,§Bz,1,
A1 = Bia, As1=DBy;1 = Bi,Qa
Ao = Bao.

En tenant compte des définitions spécifiques de [dA], [dA1.1], (dA12), [dA22], [dB1,1] (dB12) et [dB2 2] dues au
fait que les matrices A, Ay1, A22, Bi,1 et By sont symétriques, on constate que

[dA] = [dALl] A\ (dAl,Q) A\ [dAQﬂQ] = [dBl)l] A (dBl,Q) 74\ [dBQ72}. (2.2.6)
Pour évaluer det A et det ¥ dans (2.2.5), on utilise I'identité (2.6.10) de la proposition 2.6.2 pour écrire que

det(d) = det| 4N 412 ] = det(Ass) x det{Ar; — ArpAz}ds 1}
Asq Az ’ ’ ’ ’ ’
= det(AQ,g) X det(ALl.Q) = det(BQ,g) X det(BLl), (227)
et
det(¥) = det[ D1 D ] = det(Ds5) x det{E11 — D1 2553551}
o1 a2 ’ ’ 1SSl
= det(ZQ’Q) X det(ELl.g). (228)
Dans le but d’obtenir une expression simple de etr(—%E_lA) en fonction de By 1, By 2 et By g, posons
-1
21’1 21’2 B 21,1 21,2
|: 2271 22,2 :| - |: 22,1 22,2 ’ (229)
pour écrire, compte tenu de By 1 = Bi,27
Y wL2 91 Byy+ BioBy3Boy B
-1 _ 1,1 1,205 5521 1,2
tr(X7A) = tr[ $21 12,2 ] [ Bas By ]
= tI‘(Zl’lBLl) +tr(21’1317gB£;Bg71)
+2tr (21’2Bg7l> + tr (22’232,2)
- tr(Zl’lBLl) + tr({22’2 - 2271(214)—12172}32,2)
+tr<21’1{B1,2 +(EP) IS By} By s {Bro + (21»1)—121232,2}’). (2.2.10)

Pour évaluer cette expression en fonction des ¥; ;, 1 < 4,7 < 2, on utilise les identités (2.6.3) et (2.6.4) de la
proposition 1.2.1 Celles-ci permettent d’écrire les relations suivantes liant les X7 aux ¥; ; pour 1 < 4,5 < 2.
Nous avons les égalités

SV = {S11 - S350} =811, (EV) TSN = -5 585, (2.2.11)
et
Yoy = YP2-yPi(zbthizta (2.2.12)
En combinant (2.2.10) avec (2.2.11) et (2.2.12) on obtient que
r(271A) = tr(Ef&AQBLl) + tr(z:;éBQ,Q)

+tr(2;},2{3172 — 21,222_7%32,2}32_7%{31,2 - 21,222_7%32,2}/)

tr (Z;’}‘QAl,l.l) + tr (Z;;Az,g)

+tf(2i%_2{A1’2 — El,QZiéAQ’Q}Aié{ALQ — 21’2227)%142’2}/) . (2213)
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En combinant les formules (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8) et (2.2.13) on constate que la densité jointe de
Bi1=A11.2, Bi2=A12 et By o = Ay 5 est donnée par
f(A112,A1,2, Az2)
2-mn/2 n/2 11 (n—m—1)/2
= fry e D)™ e (_ 15 A) (det A) (dA11.2)(dAy 2)(dAs )
m §n
_ o/ {det(Ag,z)“‘—m—l)/? x det(Al,l‘Q)(n_m_l)/z}etr(_ e )
Ly (in) det(Ta,0)"/2 x det(Sy,1.0)"/2 27112
X etr( — %22_514272) X etr( — %El_&.Q{ALQ — 217222_5142,2}142_7;{14172 — 21’222_7%14272}l)

{ 9—k(n—m-+k)/2 (det A1,1v2)(n—m+k—k—1)/2 etr(— 1yl 4 )}
Tp(5(n—m+k)  (det Xy,1.0)n-m+k)/2 s

2-(m=F)n/2 (et Ay 5)(n—mth-1)/2
’ tr( — 2554
X{ Lo i(5n) (det g 5)n/2 ¢ r( 3%42,2 2,2)}

WUUELER) P

I‘m(%n) }(det $1,1.2) MR/ 2(det Ag p)k/?

9—k(m—Fk)/2

X etr( — 157 10{A12 — $1255 3400} A5 3 { A2 — Z1,2227,5142,2}/)- (2.2.14)

On peut simplifier les derniers facteurs de (2.2.14) en observant que

rm(én) _ pm(m- 1)/4HF( n—z—i—l))
(k= 1/4HF( n_m+k—z+1))

% pm=k)(m—k=1)/4 H I‘( n—z—i—l))  pk(m=k)/2

_  pk(m-k)/2 ( (n_erk))pmfk(%n), (2.2.15)

On en déduit Pexpression de f(A1 1.2, 41,2, A22 = f(B1,1,B1,2, B22), donnée par
J(A11.2, A1 2, A22)
9—k(n—m+k)/2 det A- 1. (n—m+k—k—1)/2
~{ (det 4,1 etr( = 1571, A111) )
Fk( (’I’L —m + k)) (det 21’1_2)(n7m+k)/2 ' ’

X { 27 (m7hn/2 (det Ay,p) TR D2 etf( —1iy-la, 2)}
Fm—k(%n) (det 2272)”‘/2 22,2 s

etr( — %Ei%.g{Al,Z — 21,22£5A2,2}A£%{A1,2 - 21,2E£§A2,2}I>
(QW)k(m_k)/Q(det 21,1'2)(m—k)/2 (det A272)k/2

X

Les deux premiers facteurs du produit ci-dessus sont les densités des lois de Wishart Wy (n — m + k, X1 1.2)
et Wi—k(n,X22). Comme lexpression est un produit, on obtient bien (2) avec l'indépendance de Ap 1.2 et

de (Aj2,A32). Comme, par le (1), on sait que Ao 4 Win—k(n,X22), le troisitme facteur donne la densité
conditionnelle de A o sachant Aj o, soit

A A etr( — %Zl_,iZ{AL? — 21225&@22}@5&{‘4172 — 217222_7%@72}/)
f( 2,2| 2,2 = CL2,2> - (27T)k(m7k)/2(det 21,1.2)(7"7’“)/2((161] a2’2)k/2

)
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qui, compte tenu de (3.4.14), s’identifie avec la densité de la loi normale matricielle
Nim—k (21,222*,%@2,2, Y112 ®azg) .

On a donc ainsi établi (3).0

Remarque 2.2.1. Soit, sous les hypotheses du théoreme 2.2.2,
AN Y11 Y2
v =[] Lo (om 5t 322)).

d _
L(Y1]Ya = y2) = Np(E1,255 392, X1.1.2)-

On constate alors que

Ceci mene a l'expression de la régression linéaire de Y7 sachant Ys, soit
R(y2) = E(V1|Y2 = y2) = £1255 30
De plus, Y3 et Y7 — R(Y3) sont indépendants, la loi de Y1 — R(Y2) étant donnée par

Y1 — R(Y2) = Y1 — 51955 3Y2 = Np(0, 51,1.9).

A partir de la matrice de variances covariances empirique ¥ = n~' A, qu’on partitionne en Yijpour 1 <4,5 <2
comme ci-dessus, on définit la régression linéaire empirique de Y7 sachant Y5 par

R(ys) = E(V1|Ya = y2) = imig_éyz = A1,2A5,§y2-

Le théoreme 2.2.2 montre, en particulier, que la fonction de régression empirique E() est indépendante de
Yi120=%11— Z1,222_522,1 =n"14; 1.

2.2.3 Loi de Wishart inversée.
SiAL W, (n, X)) suit une loi de Wishart (avec n > m et ¥ > 0), l'inverse A~! de la matrice A a des propriétés
remarquables que nous exposons dans ce qui suit.

En particulier, le théoreme suivant, qui se déduit sans grande difficulté du théoreme 2.2.2, sera essentiel pour
la construction du test du T2 de Hotelling, étudié au §2.2.4.

Théoréme 2.2.3. Soit A < Wn(n,X) avec ¥ > 0 et n > m, et soit M, une matrice (non aléatoire) (k x m)
de rang k = rg(M). Alors,

(MAT' M) LWy (n—m+k, (M7 M) ). (2.2.16)

Preuve. Dans une premiere étape, nous allons ramener la démonstration de (2.2.16) au cas particulier ou ¥ = I,

est la matrice identité. Pour cela, nous effectuons le changement de variables B = X~ 1/24%~1/2 < Wi (n, 1)
et Q = MX~2. Nous en déduisons les égalités

(MAflM’)_l _ (QE1/2A7121/2Q/)—1 _ (QBAQ/)—l,
et

(Mz—lM/)—l _ (Q21/22—121/2Q1)—1:(QQ/)—l.

En posant B = X~ 1/24%1/2 4 Wi (n,1L,,), ces relations justifient 1’équivalence cherchée, soit

(MAT'M) P 2 Wy (n—m+ b, (MESTIM) ™) <= (QB7'Q) T £ Wi (n—m+k,(QQ) 7).
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Compte tenu de ce qui précede, dans une deuxieme étape, nous établissons la propriété (2.2.16) dans le cas ol
Y = I,,. En conséquence, nous supposons, désormais, que A 4 W (n,L,). Nous faisons usage de I’hypothese
que la matrice M, de dimensions (k x m) est de rang rg(M) = k, pour la factoriser en

M = C’[ Iy Okm—rk ]H, (2.2.17)

ou C' désigne une matrice réguliere (k x k), et H, une matrice orthogonale (m x m). Une telle factorisation est
toujours possible. En effet, le fait que la matrice

/

w1
M = : ,
wy,
de dimensions (k xm), soit de rang k impose que ses vecteurs lignes wy, . . ., wy soient linéairement indépendants
dans R™. Soit hq,...,h; une base orthonormée du sous-espace vectoriel engendré par ws,...,w; dans R™.
Désignons, de méme, par hiy1,...,hy, des vecteurs orthonormés de R™, tels que la matrice
= [ hy ... hgp hpyr ... hpy ],
soit (m x m) orthogonale. Il existe alors une matrice réguliere P, de dimensions (k x k), telle que
I
M =[w o we]=[h .. ks ]p:H/[@)me ]
ce qui s’écrit, sous forme équivalente
wy hl
M = :Pl :PI[I[k @k,m—k]Hv
wy, h,

ce qui donne (2.2.17), en posant C' = P’. Nous écrivons, ensuite, compte tenu de (2.2.17), que

(MM')~ = <C[Hk @)k’m’“]HHl{ O kk] >
= (! ([ It Ok | { @jfk,k D o
= ()t

Par ailleurs, le fait que H soit orthogonale implique que la matrice D définie par D = HAH' est telle que
D=HAH £ W (n,L;,). Décomposons cette matrice D en

D11 Do
D=
[ D21 Do

Compte tenu de (2.6.3) et (2.6.4), le théoréme 2.2.2 montre que

11 12
} et posons D! = [D D ]

D21 D22

(DH)il = D11 — D12D3)' Doy = Dy1.0 = Wi(n — m + k, I,).
On en déduit que

1
(MA-M)L = (C[Hk @m_k]HA—lH’{ e ]C)

= ()™t ([ I Ogm—k | D7 [ o ]Ikk,k D_lc—l

= ()t (Dll)—l o1

Wi, (n—m+k,(C) 107 = Wy, (n —m+ k, (MM')™1),,

ce qu’il fallait démontrer.O0
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Théoréme 2.2.4. Soit A < Win(n,2), o0 X >0 et n > m. Soit Y € R™ un vecteur aléatoire indépendant de
A, et tel que P(Y = Qy,,) = 0. Alors la statistique (Y'S™YY)/(Y'A7YY) est indépendante de Y et de loi donnée
par

Y'SlY 4o,

YA-ly Xn—m+1-
Preuve. On pose M =y’ et k = 1 dans (2.2.16) pour obtenir que, si y # 0,

(2.2.18)

(02 2) = () ) = 1),

ce qui équivaut a écrire que

(ol =2) = () e

La conclusion est alors évidente.O

2.2.4 La statistique du 7? de Hotelling.

La statistique du 72 de Hotelling (Hotelling, H. (1931). The generalization of Student’s ratio. Ann. Math.
Statist. 2 360-378) apparait comme la généralisation naturelle de la statistique univariée de Student. Sa forme
de base est décrite par le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.5. Supposons que X 4 Np(p, X) et A = nS 4 Win(n,X) soient indépendants, et que les
conditions n > m et ¥ > 0 soient satisfaites. Alors, la statistique T? = X'S™'X a sa loi donnée par

n—m+1\,5 4 Is—1
T A L (WS ). 2.2.19
{(—/—} PR—G (2:219)
Preuve. On écrit
T2 X'L1Xy -1
— = watx= {0} o
n X'A-1X
Or, par (2.2.18), le théoréme 2.2.4 montre que
X'S1X 4 9

X A-1 ~ Xn—m+t1
est indépendant de X'YX~1X 4 X2, (/S ). Avec des notations évidentes, on en déduit que

T2 xlz—lx 1 2 /2—1
™ _ { } sl 4 xm(zu "
n X'A-1X Xp—mat1
ce qui implique que

T2 1/m } T° n-m+1 _

o T N - =L'mn-m /2_1
n ><{1/(71—m—+—1) n m mm+1 (1 2

et acheve la démonstration de (2.2.19).0

Nous allons maintenant établir que, sous les hypotheses et notations du théoreme 2.2.5, le test du rapport de
vraisemblance de I'hypothese

(H.0) p=0;
contre l'alternative

(H.1) u € R™ est quelconque;
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est une fonction monotone simple de T2. Rappelons tout d’abord, par (2.1.24), que si X 4 Np(p, X) et A =

ns < W (n, X) soient indépendants, la vraisemblance de X et A est donnée, en posant N =n + 1, par

L) = (27)~™2(det E)_l/Qetr( — L — s — u))
2—mn/2 Y 3 I
X W (det E) /2 etr ( — %E 1A) (det A)( 1)/2

= C(det ©)" M2 etr (f %Z*IA) exp ( — 13X — )X - u))
= C (det X)"N?etr (— %E_1A> etr( — IS = ) (X - ,u)'),
ou C ne dépend pas de p et 3.

Théoréme 2.2.6. Supposons que X L Np(p,X) et A = nS L Win(n,X) soient indépendants, et que les
conditions n > m et ¥ > 0 soient satisfaites. Alors, la statistique T? = X'S™1X est telle que, pour N =n + 1,

sup L(0, X)) 1 N/2
>0
_ . 2.2.20
sup  L(p,X) {1—|—T2/n} ( )
LER™ T3>0

Preuve. On constate tout d’abord aisément que

L(p,S) < L(X,3) = C (det £)~ /2 etr (— %E‘lA),
avec égalité lorsque p = X. On constate ensuite, par (2.1.16), que

L(X,%) < L(X,5) = ¢ N™N/2e=mN/2(qet A)~N/2,
avec égalité lorsque ¥ = & = (1/N)A. Ceci suffit & montrer que

sup  L(p, %) = C N™N/2e=mN/2(det A)~N/2, (2.2.21)
RER™ >0

De méme, on voit que

L(0,3) C (det B)~N/2 etr (— %E‘l{AJr(i)C—u)(f)C—u)’})
= C(det )" 2etr (f %EilA*),
o A* = A+ XX'. Par application de (2.1.16), on constate de méme que
L(0,%) < L(0, %) = ¢ N™N/2¢=mN/2(det, A*)~N/2,
avec égalité lorsque ¥ = 3 = (1/N)A*. Ceci suffit & montrer que

sup L(Q,%) = C N™N/2e=mN/2(det A*)~N/2, (2.2.22)
>0

On déduit de (2.2.21) et (2.2.22) que

L(O, % N/2
supLO.5) det A /
sup  L(p,¥) det{A—i—f)Cf)C’}

pER™ >0
N/2
B det I
| det{I+ A-1XX'}

N/2
_ 1
B { 1+ :)C’A—lix} ’
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ot nous avons fait usage de (2.6.11). Comme S = n='A4 et T? = X'S™1X = nX'A~1X, la conclusion (2.2.20)
est directe.O

2.3 Le critere de Wilks et ses applications.

Le critere A de Wilks (Wilks, S.S. (1932). Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika, 24,
471-494) joue, pour des données vectorielles, le méme role que la loi de Fisher, pour des observations & valeurs
réelles. Avant de décrire dans le détail ce critere et son utilisation, nous allons introduite la loi Béta multivariée,
a I’aide du théoreme suivant.

Théoréeme 2.3.1. Soient A < W(n1,X), et B 4 Wi (ne,X), deur matrices de Wishart indépendantes, telles
queny >m, ng >m, et X > 0. On pose A+ B =T'T, ouT est une matrice m X m, triangulaire supérieure a
éléments diagonaux positifs, et on définit une matrice symétriqgue (m x m), U, par A = T'UT. Alors, T et U
sont indépendantes, et la densité de U est donnée par

Ly (5 (01 4 12))

na—m—1)/2

(det U) "2 (det (1, — U)) pour U>0et I, —U > 0. (2.3.1)

Preuve. L’élément différentiel donnant la densité jointe de A et B est égal a

1
27mmitn)/2(det £)~(mAn2)2 etr(— —X "N (A+ B
FM(%nl)Fm(%rQ) ( ) ( 2 ( )>

x (det A)m=m=1/2(det B)("2=m=D/2[qA] A [dB].
On effectue tout d’abord le changement de variables (A, B) — (A, C), ou C' = A+ B. Comme, de toute évidence,
[dA] A [dB] = [dA] A [dCY, Iélément différentiel donnant la densité jointe de A et C est égal &
1
x(det A)M=m=N/2(det (C — A))M2=m=D/2[gA] A [dC].

g=m(mi4n2) /2 (g 37)~(m-+na) /2 etr( _ %z—lo) (2.3.2)

On effectue ensuite le changement de variables (4,C) — (U,T), ou C = T'T, T = (t;;) est triangulaire
supérieure & éléments diagonaux positifs, et A = T'UT. Par (1.1.6),

[dA]A[dC) = (T'dUT) A (d(T'T))
(det T)™*1(dU) A (d(T'T))
(det T'T)™+V/2(qUY A (d(T'T)).

Comme, de plus,
det A = (det T'T)det U, et det(C — A) = (det T'T)det(L,, — U),

on en déduit que I’élément différentiel donnant la densité jointe de U et C' = T'T est égal &

2—m(n1+n2)/2 (det E)—(711+n2)/2
Lp(z(n1 +n2))

1
(det C’)("1+"2_m_1)/2etr( - 5z—lc) (dC)

FnL(%(nl + n2))

det U)™M=m=1/2(qet(1,, — U))"2=m=D/2(qU)).
Fm%m)rm(%m)( ) (det( ) (dU)
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On reconnait dans le premier facteur la densité de la loi de Wishart de
C=A+B=Wgy,(n +ne,X),

(voir (2.1.24)), ce qui permet de conclure. En passant, nous avons établi la généralisation suivante de 'identité
d’Euler (obtenue pour m = 1), pour n; > m et ny > m,

ﬂm(%nlv %n2) = / (det U)("l‘m—l)/Q(det(Hm _ U))(nz—m—l)/2(dU)
<U<lI

Fm(%nl)rm(%HQ)
Fm(%(nl + ng)) ’

ou la notation 0 < U < I, signifie que les matrices U et I,,, — U sont définies positives.O

(2.3.3)

Définition 2.3.1. Une matrice syméirique (m X m) aléatoire U est dite suivre une loi béta multivariée de
paramétres v > %(m —1) et s > %(m — 1), ce qui sera noté symboliquement par U = B,,(r,s), si elle a une
densité donnée par
Lm(rts)
Ly ()L (s)
Le théoréme suivant est dii & Kshirsagar A.M. (1961). The noncentral multivariate beta distribution. Ann.
Math. Statist. 32 104-111.

(det U)"~ "2 (det (L, — U))T "V pour 0< U <1, (2.3.4)

Théoréme 2.3.2. Soient ny et no deux entiers tels que ny > m et ng > m. SiU = B, ( ny, éng) est factorisée
sous la forme U =T'T, ou T = [ ij ] est une matrice triangulaire supérieure & éléments diagonaux positifs,

alors les t11, ..., tmm sont indépendants et t7, = f3 (%(nl —i+1), %ng) pouri=1,...,m.
Preuve. On effectue le changement de variable U = T'T, avec T' matrice triangulaire supérieure & diagonale
positive, ce qui donne

det U = det T'T = Ht”,

=1
et, par (2.1.25),
m
@)y =2t N\ dti.
i=1 1<i<j<m

L’élément différentiel donnant la densité de T est donc égal a

T 1
F(T:m,ny, ng)(dT) = "L( ("1+”2 zmHt"1 (det(L,, — T'T))"2=m=D/2(qT). (2.3.5)

Ecrivons maintenant 7" sous la forme d’une matrice partitionnée
t;p T
T=|0 15|
22

T,T _ t11 @ t11 T/ _ t%l tllT/
T T2/2 O T22 t117' 7'7', + T2/2T22

ot Tog est ((m — 1) x (m — 1)). On utilise alors la suite d’égalités suivante. On a

1—t3 —t11 7’
—t117' ]Im,1 — TT/ - T2/2T22

—  det 1 0 |t tn ]’
= ae 0 L1 — Tl T T

ce qui donne

det (I, — T'T) = det {
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1 0
B det |: 0 Hm—l - T2/2T22 :|
1 0 ti tin '] 1 0
x det {]Im [ 0 (I, —T2’2T22)_1/2 } { - ] [ T } 0 (Tt —T2’2T22)—1/2

!/
_ o _ t11 ti1
= det (L1 — Ty To2) det {Hm [ (L1 — T3y Tao) /%7 ] [ (L1 — ThoToo)~ Y21 ] } '

Pour évaluer ce dernier déterminant, on utilise le fait que, si H est une matrice orthogonale telle que

(u/u)1/2 T
0
Hu = . ’
0 -
alors -
1—vu ... 0
L, —uwu' = H(I,, —uu)H = = det(l,, —wu') =1—vu.
0 o1

On applique ces formules au choix de u défini par

t11

U My — T Too) /27

} , o wu =13 4+ 7 (g — Ty Tho)T,

et on obtient donc, a partir des expressions précédentes, que

det(Ly — T'T) = det(I_; — T§2T2){1 2 = (L — ToT) T}
! ]I'm,— — T T -1
= det(Iy_y — Ty Ths) (1 — £3) {1 _ = Z 22) T}
— '
= det(Ln—1 — T, T5) (1 —#3;) (1 —v'v). (2.3.6)

Nous avons effectué ici le changement de variables (t11,7,T22) — (t11,v,T22), oi v est défini par
v = (1 — t11)_1/2(]1m,1 — T2/2T22>_1/2T.

Par (1.1.4), on constate que

(dT) = /\ dti]‘ =dt11 A (dTQg) A\ (dT)
1<i<j<m
= (1= t10) "V (1= TyyTs) V2 dtay A (dTa) A (dv). (2.3.7)

En combinant (2.3.5), (2.3.6) et (2.3.7), on constate que I’élément différentiel donnant la densité jointe de ¢;1,
Too et v, est égal a

L (3(n1 +n2)) " L1 (3(n1 —1))0n1(3n2) " I(3n1)T(5712)
Ly (371) i (572) Lpo1(5(m 419 — 1)) L(5(n1 + n2))
~ {(1 _ U/,U)(ng—m—l)/2(dv)}

1
(@ —-i)mta@,) }

x I 1

5(5711, 5”2)

Lpo_1(3(n1 +ng — 1)) O 1T ni _
2= TT 4= (det(I,,_1 — ThyTa2)) 27 "™/2(dTye) b 2.3.8
{DwﬂameHMAQM) iQ11<e< | — ThyT2) (@Tn)}.  (238)
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Ceci suffit pour établir l'indépendance de t1;, The et v. De plus, la densité de t?, est proportionnelle &
(t3,)™/271(1 — 3,)"2/271, ce qui montre que t3; suit une loi B(3n1, 3n2). De méme, la densité de Thy est,
avec la notation introduite en (2.3.5), proportionnelle & f(T52;m — 1,11 — 1,n2), et donc égale a cette densité.
On peut donc appliquer le méme raisonnement & Tpe pour établir que t2, suit une loi 6(%(711 - 1), %ng), et la
conclusion du théoréme s’impose par une récurrence évidente.Ol

Définition 2.3.2. Soient A =W,,(n1,%) et B = Wy, (n2,X) deuz matrices de Wishart indépendantes, et telles
que ¥ > 0. Le critere A de Wilks associé, de paramétres ny et ny est alors défini par

det A
A (mtn2) — A(ny 4 ny,m,ng) = m (2.3.9)

Le critere de Wilks est utilisé (sous I'hypothése admise que A suit une loi de Wishart centrée) pour vérifier
I’hypothese que la matrice B suit une loi de Wishart centrée. Plus précisément, si

na

B=Y Y/,
i=1

ouY; = N, (u;, X) pour i = 1,...,ng, on teste I'hypotheése

(HO) p1 = ... = pin, = O;
contre 'alternative
(H.1) Les p1, ..., tn, sont quelconques.

On rejette donc 'hypothese (H.0) lorsque A < ¢, ol ¢, est un seuil critique choisi de telle sorte que
IP’(A < cq | (HO)) =a.

Pour déterminer la valeur explicite de ce seuil, on utilise en général I’approzimation de Bartlett (Bartlett, M.S.
(1938). Further aspects of the theory of multiple regression. Proc. Cambridge Philos. Soc., 34, 33-40), résumée
dans I’énoncé suivant.

Propriété 2.3.1. Sous (H.0), lorsque n — oo, q et m étant fixés,
- {n— %(m—l—q—kl)}logA(n,m,q) A anq. (2.3.10)

Preuve. Omise.O

Bartlett (1938) a montré que 'approximation était valable & trois décimales pres entre les fonctions de répartition
correspondantes, pourvu que la condition suivante soit satisfaite.

m*+¢> <n—3(m+q+1). (2.3.11)

Le coefficient n — 1(m + ¢ + 1) est appellé dans la littérature le coefficient d’ajustement (ou de correction)
de Bartlett. L’approximation résumée en (2.3.10) et (2.3.11) permet de faire une analyse de variance dans
R™ & P’aide seulement d’une table donnant la loi du x2, sous réserve, bien entendu que les degrés de liberté
correspondants aux données soient compatibles avec les conditions de I"approximation.

Lorsque tel n’est pas le cas, il faut utiliser la loi exacte du critere de Wilks. Celle ci est relativement complexe
et s’obtient a partir du théoreme 2.3.3 ci-dessous. On observera que la distribution du critere de Wilks a été
tabulée par Wall, F. J. (1968). The General Variance Ratio of the U-statistic. Albuquerque, NM. The Dikewood
Corporation. La loi exacte du critere de Wilks a été récemment explicitée par Coelho, C. A. (1998). The
generalized integer gamma distribution - A basis for distributions in multivariate statistics. J. Multivariate
Analysis. 64 86-102.
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Théoréme 2.3.3. Lorsque m < q <n, on a

A(n,m,q) gHB (3(n—q—1i+1),%q), (2.3.12)
i=1

ou [T, 6( (n i+1), 2q) désigne symboliquement le produit de m variables aléatoires indépendantes de

—q—
lois respectives ,B(%(n —q—i+1), 2q) pouri=1,....,m. Lorsque g <m <mn, on a

A(n,m,q) 4 A(n,q,m). (2.3.13)

Preuve. La preuve de (2.3.12) est une conséquence directe du Théoreme 2.3.2. La preuve de (2.3.13) est omise.0

L’usage de la statistique A de Wilks est justifié par le fait qu’elle constitue la statistique du rapport de vrai-
semblance de I’hypothese que B est contrée contre 'alternative. Plus précisément, si

q
B=YY= Zm@'

i=1

Y=[V - Y] =Ny (MILo%), et

A=XX= ZXiX’

i=1
ou X = [Xl Xn,q]/ = Npyn—q(0,1; ® X), la vraisemblance associée & [X Y], donnée par (3.4.14), est
égale a
1
L(M, %) = (2r)~"™/2(det 2)*“/2etr{ - 537! (XX’ + (Y = M)(Y - M)’) }
On a alors le théoreme suivant.
Théoréme 2.3.4. Si ¥ >0, etn>m, on a

_ swypL(OE) det A \"/? (23.14)
supyys L(M, ) det (A+ B) ' e

Preuve. Faisant usage de (2.1.16), on constate que L(Q, ) est maximal pour ¥ = %(A + B), ce qui donne
1 1 /2
L(0, ﬁ(A + B)) = (2m)""™/2det (n(A + B)) e~mn/2,
De méme, L(M,Y) est maximal pour M =Y et X = %A, ce qui donne
1 1 —n/2
L(M,=A) = (2m) "™/ 2det (A) e /2,
n n

La conclusion est immédiate.0

2.4 Analyse en composantes principales.

2.4.1 Valeurs propres de matrices aléatoires définies positives.
Composantes principales.

Soit ¥ > 0 une matrice (m x m) symétrique et positive. Si 'on désigne par A\; > Ao > ... > A, > 0 ses valeurs
propres rangées par ordre décroissant, il est toujours possible de construire une matrice (m x m) orthogonale
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H= [hl hm] telle que, de maniere équivalente,
H'SH = A :=diag(\,..., Am) & S =HAH =Y X\h;h. (2.4.1)
j=1
Bien entendu, les vecteurs colonnes de H composent une base orthonormée dans R™, de vecteurs propres de 2.

Ces vecteurs vérifient donc Xh; = \jhj pour j =1,...,m, et hih; =1sii=jet 0sii#j.

Considérons maintenant un vecteur aléatoire X < N (p, X)), et posons

Uy h X
U=HX=| : |=| : |L£N.(HpA). (2.4.2)
Un hl X
Définition 2.4.1. Les coordonnées Uy, ...,U, de U sont appelés composantes principales de X .

On notera que les m composantes principales de X € R™ sont des variables aléatoires normales indépendantes.
La j®™¢ composante principale U; de X est telle que

Uj = 1, X L N(R,u,\)).

11 est toujours possible de définir m variables aléatoires wy, . .. ,wy,, indépendantes de méme loi normale N (0, 1),
de sorte que pour j =1,...,m,

Ui = V/Aj wj-

Ceci permet d’écrire la décomposition de Karhunen-Loéve de X, sous la forme

U,

X=HU=[h1 ... hn || @ | =) VAwih;
Unn i=1

A partir d’'un échantillon X1,..., Xy de X 4 Ny (p, ), pour N > 2, on construit l'estimation sans biais S de
. fournie par

N
S=n"tA on A= Z(XZ - X)(X;—X) avec n=N-—1.
i=1
On construit alors, selon le méme schéma, les valeurs propres £1 > ... > £,, > 0 de S, ainsi qu’une matrice
orthogonale @ = [ql e qm], telle que
Q'SQ = L:=diag(lr,....ln) = S=Y lgq) (2.4.3)
j=1
On pose alors, pour i =1,..., N,
Ui (i)
Ui)=QX;=| : |. (2.4.4)
U (i)
Définition 2.4.2. Pouri=1,..., N, les coordonnées U, (@),..., Un(z) de ﬁ(z) sont appelés composantes prin-

cipales empiriques de X;.
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Principe de 1’analyse en composantes principales.

L’analyse en composantes principale [ACP] des vecteurs d’un échantillon se résume, la plupart du temps, a
I’étude d’échantillons de couples de composantes principales des vecteurs Xy, ..., X,, relatives aux paires de
valeurs propres £,,{; prenant les valeurs numériques les plus élevées (typiquement ¢1, s, £1,¢5 et €9, ¢3). On
projette ainsi les vecteurs X7, ..., X, sur les plans définis par les couples de vecteurs (g, gs), correspondant &
certains choix spécifiés de r, s parmi {1,...,m} (typiquement (1,2), (1,3) et (2,3)). On se limite donc, le plus
souvent, aux axes de coordonnées définis par les paires (g, ¢s) composées par ¢, g2 et gs. Trés souvent, 'examen
visuel des nuages de points ainsi constitués apporte des renseignements utiles sur la structure des observations.

L’étude théorique de I’ACP constituée & partir d’échantillons X7, ..., X,, gaussiens (i.e., issus de lois normales)
requiert 'analyse des propriétés des valeurs propres et vecteurs propres des matrices de Wishart. Tel sera le but
poursuivi dans ce qui suit. Nous aborderons ce probleme dans un cadre sensiblement élargi.

2.4.2 Densité jointe des valeurs propres.

Nous considérons tout d’abord le probléme suivant. Etant donné une matrice symétrique (m x m) aléatoire A,
définie positive et de densité f(A), relativement & la mesure [dA]. Comment caractériser la loi jointe des valeurs
propres £1 > ... > £, de A sur R™? Le théoreéme ci-dessous donne une réponse appropriée a cette question.

Théoreme 2.4.1. Si A est (mxm), symétrique, positive et de densité f(A) sur l’ensemble des matrices (mxm)
définies positives, alors la densité jointe des valeurs propres €1 > ... > £y, de A, rangées par ordre décroissant,
est donnée par

m2/2
T I - / FHLH)[AH] pour 4> ...> lp, (2.4.5)
Lin(3m) i siem O(m)
ot L = diag(ly,...,4y), et ot [dH| désigne la mesure invariante normalisée sur le groupe orthogonal Oy,

définie par (1.4.8).

Preuve. Tout d’abord, on vérifie que l'existence d’une densité f(A) pour A implique que la probabilité que deux
valeurs propres ¢; et £; de A soient égales, pour 1 <7 # j < m, est nulle. Cette propriété peut étre établie en
constatant que A a deux valeurs propres égales si et seulement si le polynéme caractéristique P(z) = det(A — zI)
de A a une racine commune avec P’(z). Ceci implique que A varie dans une variété de dimension strictement
inférieure & m(m + 1)/2 et donc de mesure nulle relativement & [dA].

Avec probabilité 1, on peut donc ranger les valeurs propres de A dans un ordre strictement décroissant, pour
obtenir ¢; > ... > £, > 0. Ceci permet de leur associer, de maniere unique a un coefficient multiplicateur pres,
des vecteurs propres de A. Ces derniers peuvent donc étre chosis de fagon a composer une base othonormée de
R™, qui sera notée hy,...,h,, € R™. Les vecteurs de cette base sont définis de fagon unique a au coefficient
multiplicateur +1 pres. En posant H = [:thl :I:hm}, et L = diag(ly,...,ln), on peut donc écrire de 2™
manieres différentes la décomposition

A=HLH', (2.4.6)

ou H € O, est une matrice orthogonale (m x m). L’application A — (H, L) peut étre rendue bijective en
imposant une condition supplémentaire, comme celle de rendre positive la premiere coordonnée non nulle de
chacun des vecteurs hy, ..., h,,. Evaluons maintenant le jacobien de cette transformation.

Tout d’abord, en différenciant les deux membres de (2.4.6), on constate que
dA=dH x Lx H + HxdLx H +H x L x dH'.

En multipliant & gauche cette expression par H' et a droite par H, et en faisant état du fait que la relation
H'H =1, implique que dH'H = —H'dH, on obtient

H dAH=H dHL-LH dH +dL. (2.4.7)
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En vertu de (1.1.6), le produit extérieur des éléments distincts de la matrice symétrique H' dA H du membre
de gauche de (2.4.7) est (au signe pres)

|det H|™ T [dA] = [dA], (2.4.8)

car H, orthonormale, a un déterminant égal a +1. Effectuons maintenant le méme calcul sur le membre de
droite de (2.4.7). Tout d’abord, on constate que

i 00,
HAHL—-LH dH = | :|[6dhy ... bpdhy) = | | [dh ... dhy)
n, Ol
I 0 Wodho(ly — 01) ... Bydhy (b — 01)
hydhy (61 — £o) 0 o hhydh (b, — £o)
B dhy (6 — ) hlydho(Cs — L) ... 0

Le produit extérieur (au signe pres) des formes différentielles non liées intervenant dans H' dH L — L H' dH est
donc égal a
AT | R CEE )
1<i<j<m 1<i<j<m

En rajoutant les termes intervenant dans dL, puis en faisant usage de (2.4.8) ainsi que de la définition (1.3.2),
appliquée pour m = n, on en déduit que

@Al = N\ Wdn [ -ty Nda=@'am) T[] @-e) N\ di
1<i<j<m 1<i<j<m i=1 1<i<j<m i=1
2
9m m /2 m
= ———@H) [[ - \ad, (2.4.9)
Fm(im) 1<i<j<m i=1

ol nous avons fait usage de (1.4.8). En divisant les deux membres de (2.4.9) par 2™, on obtient (2.4.5), ce qui
acheve la démonstration, apres intégration sur O,, relativement a [dH].O

2.4.3 Valeurs propres d’'une matrice de Wishart.

Nous faisons usage de la forme particuliere de la loi de Wishart (voir le §2.1.5 ci-dessus), pour appliquer les

L N d . . . Sy .
formules du paragraphe précédent au cas ou A = W,,,(n, ) suit une loi de Wishart, associée & une matrice de
variances-covariances ¥ > 0, avec n > m. On a alors

m+1

(det A)z~ "2 etr(—%E_1A> pour A > 0. (2.4.10)

_ 2—mn/2(det E)—n/Q

I‘m(%n)

f(4)

On obtient le corollaire suivant du théoréme 2.4.1.

Corollaire 2.4.1. Si A Wi (n,X) suit une loi de Wishart de paramétres ¥ > 0 et n > m, la loi jointe des
valeurs propres £1 > ... > €, >0 de A a une densité sur R™, donnée par

7rmQ/22—mn/2(det E)—n/Q m (n—m—1)/2
pLnm ei—e-/ etr( — 1S 'HLH')[dH], 2.4.11
Fm(%m)Fm(%n) 11;[ [ H ( J) o ( 2 )[ ] ( )

1<i<j<m

pour £y >...> 4, >0,

avec L = diag(¢1,...,4n).
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Preuve. Il suffit de combiner (2.4.5), (2.4.10) et 'observation que det A = det HLH' = [", ¢;. O

L’intégrale apparaissant dans (2.4.11) dépend des valeurs propres ¢1 > ... > £, de A par 'intermédiaire de
L = diag(¢y, ..., £,,). Cette dépendance est en général difficile & expliciter, et sera précisée plus loin & Paide de
polynomes zonauzx. On obtient toutefois un résultat particulierement simple dans le cas ou X est proportionnelle
a la matrice identité. On obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2. Si A 4 Wi (n, 02117") avec n > m, la loi jointe des valeurs propres £1 > ... > £, >0 de A
a une densité donnée par
7.(.m2/2

1 m
—— D
(202)mn /20, (4m)T,, (30) exp ( 202 ; )

grmeDE T (- t) (2.4.12)

1<i<j<m

=

Il
—

3

pour €1 >...> ¥, >0,
avec L = diag(ty,...,4n).

Preuve. 1l suffit de remplacer ¥ par 02I,, dans (2.4.11), puis de constater que detY = A\™, et enfin d’écrire
que tr(X'HLH') = 0= 2tr(LH'H) = A~ tr(L). On en déduit que

/(Qmetr(—éz1HLH’)[dH]—eXp(—%i2§;£i) /Om(dH)—exp<—%i2i€i),

i=1

ce qui permet d’obtenir (2.4.12).0

2.4.4 Application au test de sphéricité.

Le théoreme suivant est d’une grande importance pratique, compte tenu du corollaire 2.4.2 et de la remarque

2.1.2 (voir le §2.1.4). La statistique

y—_detd (2.4.13)

1 m
{—tr A}
m
est la statistique du rapport de vraisemblance, utilisée pour tester I’hypothese, dite de sphéricité, (H.0) que
¥ est de la forme oI, pour une valeur convenable de o > 0, contre I’hypothese alternative (H.1) que ¥ > 0

est quelconque. Il a été introduit par Mauchly, J. W. (1940). Significant test of sphericity of n-variate normal
populations. Ann. Math. Statist. 11 204-209, et est souvent appelé, de ce fait, le test de Mauchly.

Théoreme 2.4.2. Si A < Won(n,0%L,,) suit une loi de Wishart de paramétres vérifiant n > m et o > 0,
alors les statistiques U = (det A)/(Ltr A)™ et tr A sont indépendantes. De plus, (1/o2)tr A suit une loi du x2,,,
centrée.

Preuve. On se sert tout d’abord du fait que, sous les hypotheses du théoreme, (1/0%)A = W,,(n,1,,). On
constate alors directement que les éléments diagonaux de la matrice W,,(n,1,,) sont indépendants et suivent
des lois du x2,, d’ott le fait que (1/0?)tr A = x2,,,.

Pour établir I'indépendance de U et tr A, on utilise (2.4.13) pour établir que la densité jointe des valeurs propres
by > ...> 4L, de A, est égale &

2
am /2

(QUz)mn/zrm(%m)Fm(

e () () 11 e-w

1<i<j<m

N[

On effectue alors le changement de variables

{fl,...,em}a{z:igei, n=T =
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qui permet d’établir, en posant ¥, = £ /€ =m —y; — ... — Ym_1, que la densité jointe de £,y1,. .., Ym_1 est
donnée par

71'm2/2(det Z)—n/Q _ymn/2—1 m— m (n—m—1)/2
(20-2)mn/2rm(%m)rm(%n) {f} exp ( - ﬁﬂ) (Eyz) H (yi - yj)'

1<i<j<m

L’expression précédente étant factorisée, on constate a I'évidence que { est indépendante de y,...,¥%m. On
conclut en observant que U =[]\, v;, tandis que tr(4) = mf.0

Remarque 2.4.1. Sous I'hypothese (H.0) que ¥ = oI, pour une valeur de o > 0, le test de sphéricité de
Mauchly, décrit en (2.1.21) (voir le §2.1.4 et le corollaire 2.1.1), est un test du rapport de vraisemblance, qui
rejette (H.0) lorsque

yo_det4 (2.4.14)

1 m =
{ —tr A}
m
oll u,, est une valeur critique pouvant étre évaluée, lorsque n — oo, grace a (2.1.22). Une meilleure approximation
(voir Muirhead, R.J. (1982). Aspects of Multivariate Statistical Theory. Wiley, New York, p.344, et Anderson,

T.W. (1958). An Introduction to Multivariate Statistical Analysis. Wiley, New York, §10.7.4) est donnée par les
formules suivantes.

P(— pnlog < z) = IP’(X? <z)+ #{P(X?H <z)-— IP’(X? < x)} +O(M™3), (2.4.15)
oll
2m? +m +2 m+2)(m—1
p= 1— 67’ f — ¢7
mn 2
(m —1)(m — 2)(m + 2)(2m3 + 6m? —|—3m+2)

= 288m?

m

On notera que, pour m > 1 fixé, p — 1 et M = pn — oo, de sorte que ’approximation ci-dessus peut s’écrire,
sous forme plus grossiere,

P(—nlogl < z) =P(x7 <)+ o(1).

o

2.4.5 Lois limites des valeurs propres de matrices de Wishart

Ce paragraphe est a éviter en premiere lecture, et nécessite une connaissance préalable des propriétés essentielles
des polynomes zonaux, ainsi que des lois hypergéométriques matricielles. Le théoreme suivant est dii a James,
A.T. (1960). The distribution of the latent roots of the covariance matrix. Ann. Math. Statist. 31 151-158.

Théoréme 2.4.3. Soit A =nS < Wi(n,X) une matrice de Wishart, dont les paramétres vérifient n > m et
3 > 0. Alors la densité jointe des valeurs propres 1 > ... > €y, > 0 de S est donnée par

f(gl,“. ,Em) _ (E)nm/Z Tm /Q(detz —n/2 ﬁg nem—1)/2) H (E’L _gj)

1
2 Fm(gm) En) i=1 1<i<j<m

X

o™ ( — %nL,Z*l) pour 4> ... >l >0, (2.4.16)

ot L = diag(ly,...,0y) et

Cp)E E SRS o

k=0 *@E’Pwn(k)
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Preuve. Par application de (2.4.11), la loi jointe de ¢4, ..., ¢, est donnée par
nA\ mn/2 ﬂ_7712/22—mn/2(de¢D Z)—n/Q m (n—m—1)/2
(3) Lo (3m)C 1 (En) I1% Il =)
m\3 mi3 i=1 1<i<j<m
etr( — 2X"YHLH')[dH], 2.4.18
2
Om

pour ¢1 > ... > £, > 0. Il suffit alors d’écrire, par application directe de (3.2.47) et (3.3.4), que

Shul Al
kzozn:k!/ancn( LS TUHLE') (]

)Ch r! m _
_ZZ k'C ]Im)( ) OF(S )<—%TLL,E 1),

k=0 kK

/O ) etr( - %E*HLH’) [dH]

ce qu’il fallait démontrer.0]

Théoréme 2.4.4. Soient {1 > ... > {,, > 0 les valeurs propres de S, ot nS 4 W(n,X) avecn > m et ¥ > 0.
Sous Uhypothése que les valeurs propres Ai,..., Ay de X vérifent Ay > ... > g > Agg1 = ... = Ay, > 0, la loi
limite jointe lorsque n — oo de X1,..., Xm, ot, pouri=1,...,m,

X, = (g)m (fi ;)‘) , (2.4.19)

a une densité donnée par

flay,.. . zm, {H@ }W exp(—f Zm) H (x; —xj)

j=k+1 k+1<i<j<m
POUT T1,...,Tm ER et xpyp1 >...> Ty (2.4.20)

otg=m—k et p(t) = (2m) "2 exp(—t2/2) est la densité de la loi normale N(0,1) standard.

Preuve. Voir Muirhead, R.J. (1982). Aspects of Multivariate Statistical Theory. Wiley, New York, pp.392—
403. La démonstration, dont nous omettons les détails, utilise essentiellement un développement asymptotique
basé sur (2.4.18). Les formules se simplifient trés notablement lorsque les valeurs propres Aj, ..., A, de X sont
distinctes. On peut alors utiliser la formule suivante, due & Anderson, T.W. (1963). Asymptotic theory for
principal component analysis. Ann. Math. Statist. 34 122-148. Lorsque n — oo,

(o) s 2y (E58) [ (D)

i=1 """/ 1<i<j<m

En combinant (2.4.16) avec (2.4.19) et (2.4.21), on obtient aisément la loi limite (2.4.20) de X3, ..., X,,, dans
ce cas, un produit de lois N(0,1) indépendantes. O

Le théoreme suivant fournit la loi limite des vecteurs propres orthonormés qi,..., ¢, associés a des valeurs
propres ¢1 > ... > {,, de S lorsque les valeurs propres A\; > ... > \,, de X sont distinctes.

Théoréme 2.4.5. Supposons que les valeurs propres Ay > ... > Ay, > 0 de ¥ > 0 soient distinctes, et soient

hi,...,hy les vecteurs propres correspondants. Soit nS < Wi(n,X) pourn > m, et soient £y > ... > £y, >0 les
valeurs propres de S, et qu,...,qm les vecteurs propres associés (avec la convention, pour chaque i = 1,...,m,
que q; est le vecteur propre, de norme (ngi)l/2 =1, associé a la valeur propre X\, et qui maximise q,h;). Alors,
pour chaque i = 1,...,m, la loi limite de n'/?(q; — h;) est asymptotiquement indépendante de ¢; est normale
N, (O,T), avec

m A ,
I = )\Z()\_)\)hh. (2.4.22)

J#%
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Preuve. Nous omettons la démonstration de ce théoréme, en renvoyons & Anderson, T.W. (1963). Asymptotic
theory for principal component analysis. Ann. Math. Statist. 34 122-148, pour plus de détails.O0



Chapitre 3

Polynomes Zonaux et Applications.

3.1 Polynémes Zonaux.

3.1.1 Introduction.

Les polynomes zonaux ont été introduits par James dans une série d’articles & partir de 1961 (voir James, A.T
(1961). Zonal polynomials of the real positive definite symmetric matrices. Annals of Mathematics. T4 456-469,
James, A.T. (1968). Calculation of zonal polynomial coefficients by use of the Laplace—Beltrami operator. Ann.
Math. Statist. 39 17111718, et les références citée dans ce méme article). Ils jouent un réle fondamental, entre
autres, dans le calcul d’intégrales exprimant de la densité des valeurs propres d’une matrice de Wishart (voir
(2.4.11)), comme la suivante

/ etr( - gz*HLH’) [dH].

Om

Par ailleurs les polynémes zonaux sont indispensables a la définition des fonctions hypergéométriques matri-
cielles, dont I’emploi est rendu nécessaire par 1’étude des lois de Wishart non centrées.

Cependant, leur définition, comme la description de leurs propriétés, font usage de techniques délicates, et on
évitera donc d’aborder ce paragraphe en premiere lecture.

3.1.2 Partitions d’un entier.

Dans ce qui suit, pour tout entier positif m > 1, et pour tout entier positif k& > 0, on appellera m-partition de
k tout m-uple k = (ki,..., k) d’entiers tels que

k> >k >0, et Y ki=k (3.1.1)
i=1
Pour toute m-partition k = (kq, ..., k) de U'entier k£ > 1, on appelle :

— hauteur de £ le nombre h(k) = ki = max;>1 k; ;
— longueur de k la plus petite valeur L(k) de g > 0 telle que k,,, = 0 pour m > g+ 1;
— degré de k le nombre k, noté || = k.

Ces formules s’appliquent dans le cas particulier de la m-partition nulle @ = (0,...,0) de £k = 0. On définit
ainsi

— la hauteur de @ par h(Q) =0;
— la longueur de O par L(0) =0;
— le degré de O par |O] = 0.
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Pour tout m > 1, ’ensemble des m-partitions de k > 0 sera noté P, (k). Lorsque k = 0, ’ensemble P,,(0) = {O}
est réduit au seul élément O = (0,...,0). Pour toute m-partition k = (k1,..., k) de k > 0, et pour chaque
valeur de j = 1,2,..., on appelle multiplicité v; de j, le nombre de fois que k; = j prend la valeur j lorsque
lindice ¢ varie de 1 & m (1 <1i < m).

Exemple 3.1.1. Par exemple, k = (2,2,1,1,1,0) est une 6-partition de degré |x| = 7, de hauteur h(x) = 2 et
de longueur L(x) = 5. Les multiplicités correspondantes sont vy = 3, vo =2 et v; = 0 pour j > 3.

On déduit de ces définitions I’égalité, pour toute m-partition x = (k1,..., k) de k >0,
k| =k =v1+42v2+ ...+ ki, (3.1.2)

La forme explicite & = (k1,...,km) est appelée forme développée de la partition. Il est commode d’écrire une
telle partition sous forme résumée, en posant, conformément aux notations ci-dessus, lorsque || > 1,

k= (17122 kY, (3.1.3)
avec la convention que j” n’apparait pas dans (3.1.3) si ¥ = v; = 0. On notera de méme j” par j, au lieu de
41 lorsque lorsque v = v; = 1. Dans le cas particulier de la partition nulle O = (0, ...,0), on adoptera la forme
résumée

0=(0,...,0) = (0). (3.1.4)

Exemple 3.1.2. La 6-partition x = (2,2,1,1,1,0) de 7 est notée, sous forme résumée x = (1322).

Les conventions ci-dessous seront adoptées par la suite. Pour tout choix de r > 1, la m-partition k = (k1,..., k)
de k sera également considérée comme une (m-r)-partition de k, en identifiant (k1, ..., k) ala (m+r)-partition
(k1,...,km,0,...,0), obtenue en rajoutant r zéros & k£ au dela du dernier terme. De la sorte, on a l'inclusion
naturelle

Pi(k) CPa(k) C... CPp(k) C... CP(k), (3.1.5)

ou P(k) désigne I’ensemble des suites infinies k = (kq, ka2, ...) d’entiers vérifiant
oo
ki >ky>...>0 et > ki=Fk,
i=1

et olt nous identifions k = (k1,...,kn) € Pm(k) & (k1,...,kn,0,...) € P(k).

Ceci mene a définir en général une partition de kK > 0 comme toute, suite infinie, décroissante au sens large,
k = (k1, ko, ...) d’entiers positifs ou nuls de somme égale & k. Une telle suite devant nécessairement étre nulle a
partir du rang k + 1, il existe donc une valeur de m, vérifiant 0 < m < k, pour laquelle, d’une part (ki, ..., kp)
soit une m-partition de k lorsque k > 1, et d’autre part, k41 = km+2 = ... = 0. La plus petite valeur de m
vérifiant cette propriété est la longueur de k. On peut donc écrire, pour k& > 1,

et définir la longueur d’une partition x € P(k) de k > 0 par

L(k) = inf{m>1:k€Ppk)} lorsque |x|>1,
L(O) = o.

A Texception de la formule précédente, qui distingue le cas ou k # O de celui ou kK = O, les formules obtenues
pour les partitions d’un entier £ > 1 restent valables pour le cas ot k = 0. Nous explicitons ceci plus en détail.
Pour m > 1 et kK = 0, on adoptera la convention que I'unique m-partition de 0 est la suite O = (0,...,0), de
m zéros consécutifs, elle méme identifiée & la suite infinie @ = (0,0, ...). En notant P,,(0) ’ensemble composé
de cette suite, soit P(0) = {O = (0,0,...)}, on peut conserver un sens a (3.1.5) pour tout k € N.
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On adoptera I’ordre lexicographique pour classer les partitions d’'un méme entier k& € N. Cet ordre est défini en
posant, lorsque £ = (k1, k2, ...) € P(k) et A = (£1,42,...) € P(k) sont deux partitions distinctes de l'entier k,

K>AN & A<k & Ir>1: k=4 VIiI<i<r et k.>/{,. (3.1.6)
par extension de (3.1.6), on posera
k>N & A<k <& oubien k> oubien k=M. (3.1.7)

Nous noterons que l'ordre lexicographique défini par A < k ou A > & est un ordre total sur ’ensemble P(k) des
partitions de k € N. En d’autres termes, si x et A sont deux partitions quelconques de k, on a nécessairement,
ou bien kK < A, ou bien k > A, ou bien Kk = A.

Exemple 3.1.3. La liste ci-dessous donne la forme développée de k = (k1, ke, ...) ainsi que la forme résumée
k = (1"12"2 . ..) des partitions de k = 5, rangées dans l’ordre lexicographique, et exprimées sous chacune des
formes, développée ou résumée.

(5)> (4,1) > (3,2) > (3,1,1) > (2,2,1) > (2,1,1,1) > (1,1,1,1,1),

(5) > (41) > (32) > (31%) > (221) > (21%) > (19).

3.1.3 Polynoémes symétriques.

Un polynéme P(y) = P(y1,...,Yym) des variables y1, ..., ym est une fonction de y = {y1,...,ym} de la forme

P(y) :P(ylvaym) = Z Ckq,..., kmy]fl «-~yfr{"7 (318)
0<k1,....km <N

ou les ¢k, ...k, € Rsont des constantes. Le polynéme P(-) s’exprime ainsi comme une combinaison linéaire finie
des monomes simples
k1 km
Yit oy (3.1.9)

On appellera monéme symétrique associé au mondome simple yfl ...yFm le polynéme défini par

M(y) =My, ym) = > yhyk (3.1.10)
{7150, Tm } € P

ou {m,...,Tm} parcourt 'ensemble P, des permutations de {1, ..., m}. Comme une telle expression ne dépend
pas de 'ordre dans lequel sont donnés ki, ..., k,,, on peut supposer, sans perte de généralité que ces entiers sont
rangés par ordre décroissant, de telle sorte que k1 > ... > k,,. On constate alors que le mondéme symétrique
M(-) de (3.1.10) est défini de maniere unique par la m-partition k = (k1,...,kn) € Pp(k) de k =ki+... .+ kp,.
Pour cette raison, on désignera ce mondme symétrique par My(-), en adoptant la notation

{71, Tm }€ Pop

On dira alors que ylfl ...yFm est le monome simple dominant ou générateur de M,,.

Considérons deux monémes simples de degré k, soit ylf Lykmoet yﬁ} yfigi = yi'...ylm, associés & la méme
m-partition k = (k1, kz,...) de k, # = {m,..., T} étant une permutation de {1,...,m}.

Définition 3.1.1. Nous dirons que l’ordre de yfl yf’” est supérieur (respectivement égal) o celui de yfri . .yﬁ:ﬁ =

yiteyrmosi{ry, o rm Ak, o Em ) (resp. {r1, o rm )t = {1, k).

Exemple 3.1.4. Pour x = (12) = (1,1) on a M, (y1,y2) = 2y1¥2, et le mondéme générateur y;ys est de méme
ordre que yo;. Pour k = (2) = (2,0) on a M, (y1,y2) = y? +y3. Dans ce dernier polynéme, le monéme dominant
est y2, et I'ordre de y3 est inférieur & celui de y?.
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Aussi bien dans (3.1.8)—(3.1.9) que dans les expressions qui suivent, on adopte systématiquement la convention
que y° = 1 (y compris lorsque y = 0, en posant donc 0° = 1). De plus, sauf mention du contraire, tous les
polynémes considérés ici sont & coeflicients réels. Le degré d’un polynome de ce type, est, par définition, le degré
du polynome d’une seule variable obtenu en remplacant chacune des variables ¥, ..., yr par la méme variable
réelle y. La définition du degré d’un polynome d’une seule variable que nous adoptons cic est la suivante. Si

N
R(y) = chyk avec cy #0,
k=0

on pose deg(R) = N. Par convention, si O désigne le polynéme nul, on pose deg(Q) = —oo. Ayant ainsi défini
par deg(R) le degré d’un poynoéme R # 0 non identiquement nul, il importe de distinguer, lorsque R(y) = ¢ est
une constante, le cas ou ¢ # 0 (pour lequel deg(R) = 0), du cas ou ¢ = 0 (pour lequel deg(R) = —o0).

Un polynéme homogéne de degré k est, par définition, un polynéme de degré k s’exprimant comme une com-
binaison linéaire finie non nulle de monomes simples, chacun de degré égal a k. Un tel polynome est donc
nécessairement de la forme

Py, ym) = g ckh“_,kmyfl yfn"‘ (3.1.12)
ki,..eskm >0
kit...tkm=k

L’hypothése que P(y) # O implique, & l’évidence, que deg(P) = k.
Considérons deux monoémes simples de degré k, soit yi}...yfrt" et yf;l,, .. .yfr’,’}, associés respectivement aux m-
1 m 1 m

partitions k = (k1,ko,...) et A= ({1,4a,...) de k, 7’ = {nl,..., 7, } et 7" = {x¥{,... 7).} étant deux permu-
tations de {1,...,m}.

Définition 3.1.2. Nous dirons que le poids de yiiyfﬂ est supérieur (resp. €gal) au poids de yf;li, .. .yfr’/”, , Si
K>\ (resp. k= \).
Un polynéme symétriqgue P(y1, ..., Ym) des variables y, ..., Y, est un polyndéme vérifiant I'identité

P(yl;---;ym) = P(y‘ﬂ'lv"'vyﬂ'm)v

pour toute permutation © = {7y, ..., 7, } de Pensemble P,,, des permutations de {1,...,m}. On constate qu'un
polynéme symétrique et homogene de degré k s’écrit de maniére unique sous la forme

P(y17"'7ym) = Z dﬁMH(yla"'aym)
K € Pm (k)

K € Pm(k) {7717-“7777%}6 P

Dans une telle expression, il est toujours possible de classer les m-partitions k de k pour lesquelles d,; # 0 par
poids décroissants. Si kg désigne la partition de plus grands poids correspondante, il sera commode par la suite
de décomposer P(-) sous la forme

Py1, .oy ym) = digMio(y1,-..,ym) + (termes de poids inférieur), (3.1.13)
expression qu’on résumera plus simplement en remplacant M, (y1,-..,Ym) par son terme dominant. Si kg =
(k1,...,km), ce dernier se réduit a ylfl ...yFm_ On rajoute alors, par convention, toutes les composantes mono-

miales d’ordre inférieur, et donc de la forme

kl k‘m,_ ‘61 Zm
yﬂ'l"'yﬂ'm =Y - Ym >

correspondant a des permutations {my,..., 7} de {1,...,n} pour lesquelles {ki,...,kn} # {l1,...,¢n} &
I’ensemble des termes de poids inférieur. On écrira ainsi

P(y1, e, ym) = duoMuy(y1,y...,Ym) + (termes de poids inférieur)
= dpy Tt .. yFm 4 (termes d’ordre ou de poids inférieur). (3.1.14)
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Ici, 7y, désigne le nombre de permutations distinctes {71, ..., 7y} de {1,...,m} telles que

k km _ k1 km
Ymr oo Ymrr = Y1 o Y

Il est & noter que les termes, d’ordre ou de poids inférieur, dans ’expression ci-dessus comprennent, d’une part des
combinaisons linéaires de monomes symétriques associés a des m-partitions A de k telles que A < kg, et d’autre
part, des combinaisons linéaires de monémes simples y*! ... ykm = Yyl ou {l, by #E (R, R )

Exemple 3.1.5. Pour ko = (1,1,0), le mondéme générateur est y;y2, d’ordre égal & yoy;. Les mondmes y1ys3 et
y2y3 sont d’ordre inférieur a y;y2. On a donc ry, =2 et

M, (y1,92,y3) = 2y1y2 + 2y1y3 + 2y2y3 = 2y1y2 + (termes d’ordre inférieur).

Proposition 3.1.1. Soient deux polynomes Py (-) et Po(-) de y1, ..., Ym, homogénes et symétriques, de degrés
respectifs k > 0 et £ > 0. On suppose que

Pi(y1,-- s ym) = clylgl .. yFm 4 (termes d’ordre ou de poids inférieur),
Pi(y1,.-yym) = cauyi’ .. yim + (termes d’ordre ou de poids inférieur),
ot (ki,...,km) est une m-partition de k, et (¢1,...,¢y) une m-partition de £. Alors
Pi(yi.. o ym)Po(yr, - ym) = creay™ T yk2 ¥ o (termes d’ordre ou de poids inférieur). (3.1.15)

Preuve. Evidente.O

Définition 3.1.3. On appelle fonctions symétriques élémentaires de yy, .. .Ym les polynoémes définis, pour r =
1,...,m, par

ar(Yis- - Ym) = S v, (3.1.16)

1<y <...<ip<m
et, pour r > 1, par

m
seyrs - ym) = D ui- (3.1.17)
i=1
Proposition 3.1.2. Tout polyndme P(-), homogéne symétrique de y1, ..., Ym, de degré k > 0, est un polynome
des fonctions symétriques élémentaires ay,...,Gm d€ Yi,. .., Ym-

Preuve. Mettons le polynéme P(-) sous la forme
Po(yi,. - ym) = P(y1, ..., ym) = c1y™ ... y¥m + (termes d’ordre ou de poids inférieur),

et construisons le polynome

Ry(y1,. . ym) = cray* "agz™he afn’”:llfkmafn’".
Comme
ar = ar(Y1,--+,Ym) = Y1 ... Yr + (termes d’ordre ou de poids inférieur),
on déduit de (3.1.15) que
Ri(y1s-- - ym) = 1y ... yFm 4 (termes d’ordre ou de poids inférieur),

et donc que
Py(y1y- - yym) = R1(y1,-..,Ym) + (termes de poids inférieur).

On répete le méme raisonnement pour P; = Py — Ry dont le poids est inférieur a celui de FPy. On obtient par
récurrence une suite de polynoémes Py, P, ... de poids décroissants. Comme cette suite est nécessairement finie,
il existe un indice r tel que P. = O, ce qui montre que P = R; + ...+ R,..00
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Exemple 3.1.6. Soit p = Py = s3(y1,y2,y3). On voit que
Py s3(y1,y2,Y3) = Y5 +ys +y5 = y3 + (termes d’ordre ou de poids inférieur)

a? + (termes d’ordre ou de poids inférieur)

= (y1+y2 + y3)® + (termes d’ordre ou de poids inférieur).

On obtient donc, en posant Ry = a3,

PL = Po—Ri=y+v3+u5— (i +v2+ys)’

= —3yiy2 — 3y3y1 — 3yiys — 3ysu1 — 3yays — 33y — 6Y1y2y3

—3y3y2 + (termes d’ordre ou de poids inférieur)

—3ayas + (termes d’ordre ou de poids inférieur)

= —3(y1 +y2 +y3)(y1y2 + y1y3 + y2ys3) + (termes d’ordre ou de poids inférieur).  (3.1.18)

On obtient donc, en posant Ry = —3ajas,
Py, = P — Ri=9112y3 — 6y192y3 = 3y1y2y3 = 3as.

On conclut en vérifiant que
53(y1,y2,y3) = a‘;’ — 3aias + 3as.

3.2 Polynémes zonaux

3.2.1 Polynémes matriciels.

Afin d’introduire la notion de polynome zonal, nous allons tout d’abord étudier les polynomes des coefficients
de matrices carrées quelconques (m x m). Soit Z = [Zu] une telle matrice. Nous considérons donc les fonctions
polynomiales de la forme

P(Z) =P, ({zij 1<i,j< m}). (3.2.1)

Lorsque Z = X = [a:l]] est symétrique, c’est a dire telle que xz;; = x;; pour tout couple d’entiers (i, j) tels que
1 < 4,7 < m, on peut simplifier cette écriture en

P(X) =P, ({xij 1<i<j< m}). (3.2.2)

2

Naturellement, les polynémes P et Py de (3.2.1) et (3.2.2) ne sont pas les mémes (I'un est & m?* variables tandis

que le second est & m(m + 1)/2 variables).

Définition 3.2.1. Nous dirons que le polynome P(X) de la matrice symétrique (m x m) X est invariant, si
pour toute matrice orthogonale (m x m) H € Oy,

P(X)=PHXH). (3.2.3)

Proposition 3.2.1. Pour que le polynome P(X) de la matrice symétriqgue X soit invariant, il faut et il suffit
qu’il soit un polynéme symétrique des valeurs propres yi,...,Ym de X.

Preuve. Supposons tout d’abord P(X) invariant. Comme X est (m x m) symétrique, il existe toujours une
matrice orthogonale H telle que H' X H = diag(y1,. .., Ym). Par (3.2.3), on a donc

P(X) = P(diag(yl, . ,ym)>7

expression qu’on notera, par abus de langage P(y1,...,¥m). En notant H = [hl hm] on constate que
les colonnes hq,...,h,, de H sont vecteurs propres de X associés aux valeurs propres yi,...,yn de X. Pour



3.2. POLYNOMES ZONAUX 157

toute permutation 7 = {my,...,my} de {1,...,n}, la matrice Hx = [hx, ... hx,]| € Oy, est donc telle que
H! XH, = diag(yr,,- - - Yx,, ). Comme, par (3.2.3),

P(yi,...,ym) = P(X)=PH.XH;) = P(Ynys---Yn,, )

on en déduit que P ne peut étre qu'un polynome symétrique des variables y1, ..., Ym.-

Inversement, si le polynéme P(X) est un polynéme symétrique des valeurs propres yi,...,y, de X, il est
nécessairement invariant, puisque les valeurs propres yi,...,%, de X sont aussi celles de H'XH pour tout
HeO,,.O

Définition 3.2.2. Nous dirons que le polynome P(Z) de la matrice carrée (pas nécessairement symétrique)
(m x m) Z est invariant, si pour toute matrice réguliére (m x m) L € GL(m,C),

P(Z)=P(LZL™). (3.2.4)

Proposition 3.2.2. Pour que le polynéme P(Z) de la matrice carrée Z soit invariant, il faut et il suffit qu’il
soit un polynome symétrique des valeurs propres z1,...,2m de Z.

Preuve. Considérons un polynéme P(Z) des coefficients de la matrice (m xm) (non nécessairement symétrique)
Z. La matrice Z étant donnée, il existe toujours une matrice réguliere L a coefficients dans C telle que

Dy ... O
LXL ' =1|: -
0 ... D]

se mette sous la forme d’une matrice réduite de Jordan, oli, pour 1 < j <r, D; est de la forme

z 1 0 ... 0
0 1 ... 0
D=t 1 i
00 ... 2 1
00 ... 0 =z
z €{z1,...,2m} € C™ étant une valeur propre de Z. Par (3.2.4), il s’ensuit que P(Z) est alors nécessairement
un polynome des valeurs propres z1,..., 2z, de X, de la forme

P(Z) = P(diag(Dl, - Dr)>.

Comme Z n’est pas nécessairement diagonalisable, on ne peut pas répéter sans modification le raisonnement
utilisé plus haut (dans la démonstration de la proposition (3.2.1)) pour montrer que P(z1,...,zy,) doit étre
symétrique en z1, ..., z,. Toutefois, on obtient que ce résultat demeure valide en perturbant Z en

Z. = Z +ediag(Ai, ..., Am),

ol Ay, ..., Ay, sont choisis de maniere a ce que les valeurs propres z1 +e\q, ..., zm + €Ay, de Z; soient distinctes
(auquel cas Z. est diagonalisable) pour tout |¢| < g suffisamment petit. On obtient alors que P(Z.) doit étre
un polynéme symétrique en z1 + €, . .., zm + €Ay, pour tout || < gg. Comme Z. — Z lorsque € — 0, le fait
que P(Z.) tende vers P(Z) lorsque € — 0 permet alors de conclure que P(z) est symétrique en z1,. .., zpm,.

Inversement, si P(Z) est un polynéme symétrique des valeurs propres de Z, on a nécessairement (3.2.4) pour
toute matrice L € GL£(m,C).0

Exemple 3.2.1. Si X est une matrice carrée (m x m) de valeurs propres yi, . .., Ym, pour tout couple d’entiers
k> 0et r >0, les fonctions suivantes de y1, ..., ¥, sont des polynémes invariants de la matrice X.

tr(X)* = (1 4 ... +ym)* et det(X) =yl ...yl (3.2.5)
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D’une manieére générale, si Z est une matrice (m x m) quelconque (et non plus symétrique), les fonctions
symétriques élémentaires des valeurs propres 21, ..., 2z, de Z, définies pour 0 < r < m par

ar (21, y2r) = Z Ziy ... %, et ag=1, (3.2.6)

1<i1<...<i.<m

s’expriment de maniére simple en fonction des coefficients du polynome caractéristique de z. On a, en effet,

Py(z) =det(Z — 2L,,) = (—-1)™ H(z —zj) =" (=1)"az™"". (3.2.7)
j=1 =0

T

Comme le polynéme caractéristique de Z est invariant par changement de base, ou sens que
Pz(z) = Pp-171(2),

pour toute matrice L € GL(m, C), (mxm) inversible, on vérifie que ag, . . ., a,, sont, d’une part, des polynémes (&
coefficients réels) des coefficients z;; de Z = [zij], et d’autre part, des fonctions symétriques des valeurs propres
Z1,--+,2m de Z. On obtient ainsi des exemples simples de polynémes invariants de Z. Cette construction est
générale, et est résumée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 3.2.3. A tout polynéme invariant P(X) de la matrice (m x m) symétrique X est associé un
unique polynéme invariant P(Z) de la matrice (m x m) carrée Z tel que P(X) = P(X) soit une identité en X.

Preuve. A laide des propositions 3.2.1 et 3.2.4, on se rameéne au cas ot P(Z) et P(X) sont des polynémes ho-
mogenes symétriques des valeurs propres zi,...,z, de Z et y1,...,y, de X, respectivement. Posons «,. =
ar(21,-.-,2m) €t ar = a.(x1,...,2,) pour r = 1,...,m. Par la proposition 8.1, il existe des polyndémes
R(ai,...,am) et R(aq,...,am) tels que P(Z) = R(ag,...,am) et P(X) = R(ay,...,an). Par lidentité
P(X) = P(X), valable pour toute matrice (m x m) symétrique X, on a nécessairement l'identité de polynomes
R(a1,...,am) = R(a1,...,an). Celle-ci implique que R(-) = R(-), et donc que P(-) = P(-).0

Compte tenu de la proposition 3.2.3, dans ce qui suit, nous pourrons supposer indifféremment que les po-
lyndémes symétriques invariants des valeurs propres de matrices P(-) considérés sont définis pour des matrices
X symétriques (m x m) ou pour des matrices Z carrées (m x m) quelconques.

Exemple 3.2.2. Considérons les matrices (2 x 2)

Le polynéme
P(X) = P(a,b,d) = ad — b* = det(X) = y192 = a2(y1,y2),
de la matrice symétrique X, est, bien évidemment invariant. Sa version définie sur la matrice carrée Z est

donnée par
P(Z) =P(a,b,c,d) = ad — bc = det(Z) = 2129 = aa(z1, 22).
Dans la suite, on utilisera souvent, par abus de langage, la méme notation pour P et P.
Nous considérons maintenant I’ensemble V. des polynomes homogenes symétriques des valeurs propres y1, . . . , Ym
de la matrice (m x m) symétrique X, et de degré égal soit & k, soit & —oo (dans le cas du polynéme nul Q).

Rappelant la définition (3.1.11) du monoéme homogene symétrique My (y1,...,ym) associé a la m-partition
k= (k1,...,km) € Pn(k) de k, pour toute matrice symétrique X de valeurs propres yi, ..., ym, On posera

MoX) = My o) = S uf g (323)
{715 T }EP M
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Proposition 3.2.4. Pour tout entier k > 0, Vi, est un espace vectoriel, engendré par les monomes symétriques
M (X), lorsque K varie dans Uensemble Py, (k) des m-partitions de k. De plus, les M.(X), pour k € Pp(k),
forment une base de Vj,.

Preuve. Un polynéme P(X) = P(y1,...,ym) appartient & Vj, ¢'il vérifie I'identité

P(Ay1, -y AYm) :)\kP(yl,...,ym). (3.2.9)

11 est clair que si P et P, vérifient (3.2.9), il en est de méme pour A\ P; + A2 P> pour tout choix de Aj, A2 € R.
Il est clair que les M, engendrent V. lorsque x varient dans ’ensemble des m-partitions de k. Comme les M,
forment une famille libre, on a donc le résultat annoncé.O

Définition 3.2.3. Soit X une matrice symétriqgue (mxm), de valeurs propres yi, ..., Yym. On appelle polynémes
zonaux associés o X les polynomes C(X) des variables y, ..., Ym vérifiant les propriétés suivantes.

(2) Pour tout entier k > 0 et k = (k1,...,km) € Pn(k), m-partition de k, C(X) est un polynéme homogéne
symétrique de degré k en yq,...,Ym dont le monome de plus grand poids est proportionnel a y’fl cykm,

(#4) Pour tout entier k > 0 et k = (k1,. .., km), m-partition de k, C,(X) est une fonction propre de l'opérateur

différentiel Ax défini par
Ax = g + E E 2.1
X = yz 9 9.2 yj 9% (3.2.10)

Yi 11]1
J#i

(7it1) Pour tout entier k > 0, on a l’identité

(X)) =@+ 4= > CuX), (3.2.11)
K € Pm (k)

ot K € P (k) varie dans toutes les m-partitions de k.

Remarque 3.2.1. La définition du polynoéme zonal Cy;(X) ci-dessus est due & Constantine, A.G. (1963). Some
noncentral distribution problems in multivariate analysis. Ann. Math. Statist. 34 1270-1285. Elle differe de la
définition originale, notée Z.(X), due a James, A.T. (1961). Zonal polynomials of the real positive definite
symmetric matrices. Annals of Mathematics. 74 456—469, par une constante multiplicative. On notera, pour
mémoire (voir (4.3.39) et (4.3.53) dans Mathai, A.M., Provost, S.B. ae Hayakawa, T. (1995). Bilinear Forms
and Zonal Polynomials. Lecture Notes in Statistics 102 Springer-Verlag, New York.), que, si k = (k1,...,kmn)
est une m-partition de k avec k,, > 1,

Cu(X) = cxZ,x(X), (3.2.12)

ol
26k T (2ki — 2k — i+ j)!
1<i<j<m
[k +m — i)

i=1

(3.2.13)

Cy =

Remarque 3.2.2. Nous admettrons que les propriétés énoncées dans la définition 3.2.3 ci-dessus sont compa-
tibles, dans la mesure ou elles impliquent, par le biais d’une construction par récurrence, I’existence et 'unicité
des polynémes Cy(X). Nous nous référons & Saw, J.G. (1977). Zonal polynomials : An alternative approach.
Journal of Multivariate Analysis. 7 461-467, pour la description d’algorithmes permettant de calculer les coef-
ficients de ces polynoémes, et nous limitons, pour I'essentiel a I’étude de quelques exemples.

Exemple 3.2.3. Le cas le plus simple de polynome zonal est obtenu pour m = 1, auquel cas la matrice X est
de la forme X = [y], de valeur propre unique y € R. La seule m-partition de k pour m = 1 est x = (k) unique
élément de Py (k), et la formule (3.2.11) mene trivialement &

Cuy(X) = y*  pour tout k> 0. (3.2.14)
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On vérifie sans peine que, pour tout entier k& € N, C(;,)(X) est valeur propre, associée a la valeur propre k(k—1),

de Vopérateur différentiel Ax de (3.2.10), qui se réduit ici & Ax = yQ%.

Exemple 3.2.4. Pour k = 0, il existe une m-partition unique de 0 donnée par O = (0,...,0) = (0™). De ce
fait, avec la convention habituelle que y° = 1 Vy, (3.2.11) définit de maniere unique

Com(X)=1 pour x=(0")=(0,...,0). (3.2.15)

On vérifie aisément que les propriétés (i) et (ii) de la définition 3.2.3 sont satisfaites par Cym)(X) tel qu'il est
défini en (3.2.15).

Dans le cas général, les valeurs propres de 'opérateur différentiel Ay associées aux polyndémes zonaux Cy(X),
sont données par le théoréeme suivant.

Théoréme 3.2.1. Pour tout entier k > 1, et pour toute matrice X, symétrique et (m x m), le polynéme zonal
Cw(X) associé a la m-partition £ = (k1,...,km) de k satisfait Uidentité

AXOH(X) - {PH + k(m - ]‘)}CK(X)7 (3216)
ot Ax est comme en (3.2.10), et
pr= Y ki(ki —1). (3.2.17)
i=1

Preuve. Compte tenu de la définition 3.2.3, il suffit de vérifier que
Ax (it ykmy ={pe 4+ k(m — 1)}y ...y 4 (termes d’ordre ou de poids inférieur).

Or, un calcul direct basé sur (3.2.10) montre que, comme ky + ... + k,,, = k,

i=1 i=1 -1 Yi = Yj
i
m—1 m—1 m
— yiﬂl ykm{ k2 —k+ Z { yikz y_]k.] }}
Y -
P ~ S \vi-y -
m m—1 m Y
— yfl...ygm{Zkf—k+ > {ki—k — '(kj—ki)}}
i=1 i=1 j=i+1 Yi—Yi
m m
= Y yf{”{ Z k2 —k+ Z ki(m — z)} + (termes d’ordre ou de poids inférieur)
i=1 i=1

=y yfn’”{ Z ki(k; — 1) + k(m — 1)} + (termes d’ordre ou de poids inférieur).

Cette identité permet de conclure.d

La nature de l'opérateur A x intervenant en (3.2.10), dans la définition 3.2.3 des polynoémes zonaux, peut sembler
assez mystérieuse a premiere vue. Son intérét deviendra évident par la suite, grace a 'introduction de I’ opérateur
différentiel de Laplace—Beltrami A%, qui lui est tres voisin et que nous décrivons maintenant.

Soit X = [:c”] > 0 une matrice (m x m), symétrique et définie positive. On lui associe sa différentielle
dX = [da:i7j], ainsi que la forme quadratique différentielle, notée (ds)? et définie par

(ds)? = tr(X—l dx - X1 dX) - tr({X—l dX}Q). (3.2.18)



3.2. POLYNOMES ZONAUX 161

La forme quadratique différentielle (ds)? est, & ’évidence, une forme quadratique en dX, ou le vecteur X =
V(X) € R", avec n = $m(m + 1), est défini par

X=V(X)= [9611 o Tim T22 ot Tam 0 Tm—lm—1  Tm—1,m J]m,m], e R™. (3.2.19)

On peut donc écrire (ds)? sous la forme
(ds)? = tr({X*1 dX}2> = dX'G(X)dX. (3.2.20)

ot G(X) désigne une matrice (n x n).

Lemme 3.2.1. La matrice G(X) définie par Uidentité (ds)* = tr({X ' dX}?) = dX'G(X)dX, est symétrique
et définie positive.

Preuve. A D'évidence, (ds)? est une forme quadratique en {dz;; : 1 <14 < j < m}. La matrice G(X) définie
par (3.2.20) est donc nécessairement symétrique. Considérons maintenant une matrice (m x m) symétrique X
quelconque. Il existe toujours une matrice orthogonale H et une matrice diagonale C telles que X = HCH'.
Lorsque, de plus, X est réguliere, on a X! = HC~'H’. Comme, par ailleurs,

dX = HdC.H' +dH.C.H + HC.dH’,
on constate que

X 'dX = HC''dC.H +HC'H'dH.C.H + HC 'H' HC.dH'
HC™'.dC.H',

ol 'on a fait usage des égalités H'.dH = H.dH' = O, obtenues en différentiant HH' = H'H = 1. On en déduit,
en posant C' = diag(cy, ..., cm), que

tr({X~1dX}?) = tr({HCil.dC‘H’}ﬁ) :tr(H{C*l.dC}Z’H')
- tr({C’l.dO}2H’H) - tr({c*.dcf)

m

= ) {¢ldei}?. (3.2.21)

i=1

On déduit de cette derniere expression que G(X) > 0 est une matrice symétrique positive. On déduit un
autre résultat utile de (3.2.21). Il ressort en effet de cette expression que la transformation de X en C via
X = HCH', et la transformation de dX en dC via H.dC.H', transforment tr({X 'dX}?) en tr({C~1.dC}?).
Pour la construction de G(X), tout se passe donc comme si X et dX étaient simultanément diagonalisables par
une transformation orthogonale. Pour monterer que G(X) est définie positive, on se sert précisément de cette
propriété, dans un cadre sensiblement plus général.

On procede en considérant deux matrices symétriques définies positives Z et Y quelconques peuvants étre
simultanément diagonalisées dans une méme base orthonormée (cette propriété n’est en général pas satisfaite
pour Z et Y arbitraires). Ceci signifie qu’il existe une matrice orthogonale H telle que, pour des matrices
diagonales convenables C = diag(cy,...,cn) et D = diag(dy,...,dn), avec ¢1,...,¢m > 0et dy,...,dy > 0, on
ait Z=HCH' et Y = HDH'. Comme HH' = H'H =1, ceci implique que

2 — 2)Z(Y — Z) = Hdiag(cf(dl )2, (A — cm)2>H’.

Par conséquent, tr(Z(Y — Z)Z(Y — Z)) = >, ¢2(d; — ¢;)* = 0 si et seulement si d; = ¢; pour i = 1,...,m,

c’est & dire, si Z =Y. En posant Y = Z +dX, et Z = X! on obtient que tr(X1dX - X 'dX) = 0 n’est
possible que si X! = X! 4 dX, ce qui est, bien évidemment, exclu. On obtient ainsi le résultat annoncé.0
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Exemple 3.2.5. Il est intéressant de donner la forme explicite de G(X) dans les cas particuliers m = 1 et
m=2.Pourm=1,ona X = [a:} = X avec z > 0. Par conséquent, on déduit de (3.2.18) que

(ds)? = z72(dx)*> et G(X)=[z7?]. (3.2.22)

Pour m = 2, on constate de méme que

(ds)? ;Qtr{ {5322 —Im} {dﬂcu d$12:| {$22 —xlg] [dmll d$12} }

(11222 — 775)? —r12 w11 | |dri2 drog] |—w12 711 | [dri2 doaa

1
2 2 2 2 2
= T 35\3 1'11(13722 + «T22d$11 - 2-1'12d$11d-1'22
(T11222 — 275)

+2(235 + T11292)dTTy — d212T90dT10dT 11 — 4$12$11d$12d$22>

dxi1
= [dl’ll dl’12 dl’QQ] G(X) d£C12 y (3223)
dxas
avec
2 —2x10% x3
1 L2 ) 12722 12
G(IX:) = m —2x12%92 2(:1’,‘12 + .’1,‘113722) —2x12211
1122 12 x%Q —2$12$11 .73%1

Le lemme suivant établit une propriété d’invariance de (ds)?, en tant que fonction de X . Nous notons, conformément
a l'usage, GL(m) = GL(m,R) le groupe linéaire d’ordre m, ensemble des matrices réelles, régulieres, (m x m),
muni du produit matriciel usuel. Nous faisons opérer ce groupe sur l’ensemble S des matrices symétriques
(m x m) définies positives, par la transformation

LeGL(m,R): X €S, - Z=LXL €S}. (3.2.24)
Lemme 3.2.2. Pour toute matrice (m x m) réguliécre L € GL(m,R), la transformation
XeSt »7Z=LXL,
laisse invariante la forme différentielle (ds)* = tr({X 1 dX}?).

Preuve. Compte tenu de la définition (3.2.18) de (ds)?, il suffit de vérifier I'identité (triviale par le fait que
L € GL(m) est inversible)

(ds)? = tr(X‘l-dX~X_1~dX):tr({LXL’}‘ld{LXL’}{LXL’}‘ld{LXL’}>7

pour toute matrice L € GL(m,R).0

Nous avons maintenant & notre disposition tous les outils nécessaires pour définir 1’opérateur différentiel de
Laplace—Beltrami. 11 sera commode de faire usage & cet effet de la définition (3.2.18) de la matrice G(X) associée
a X, par l'intermédiaire de X = V(X). Nous adopterons également la notation matricielle

0
8 o
2o,
0X 5
Oxn

o n = im(m+1) et X est comme en (3.2.19). Rappelons la définition (3.2.20) de G(X).
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Définition 3.2.4. Pour toute matrice X = [.Z'”] > 0, (m x m), symétrique et définie positive, l'opérateur
différentiel de Laplace—Beltrami est défini par

Ax {det G(fx)}_l/QZ% {{det G(X)}l/QZg(x)ija‘zi}

J

j=1 i=1
= {detG(X)} /2 [(Qfx} {{detG(X)}l/QG(x)laic}, (3.2.25)

ou G(X)™! = [g(X)"], et n = Fm(m+1).

On remarquera que cette définition est rendue possible par le lemme 3.2.1, qui établit que G(X) > 0. Cette
derniére propriété donne un sens, aussi bien & G(X)~! qu’a {det G(X)}~'/2 > 0.

L’intérét principal de Popérateur A% est d’étre, a 'instar de (ds)?, invariant par la transformation (3.2.24).
Cette propriété est établie dans le lemme suivant.

Lemme 3.2.3. Pour toute matrice (m x m) régulié¢re L € GL(m,R), la transformation
XeSh—-Z=LXL €S}/,
laisse invariant lopérateur A% . On a donc
Ay =A% =Alxp- (3.2.26)

Preuve. Comme L € GL(m,R), la transformation X — Z = LXL' est inversible et linéaire en X. Par
conséquent, il existe une matrice (n x n) réguliere T, telle que, si X = V(X) et & = V(Z) sont comme en
(3.2.19), on ait

2% =TrX.

Compte tenu du Lemme 7.2, cette derniére propriété, jointe & la définition (3.2.18) de G(X), implique que
(ds)? = dX'G(X)dX = d%'G(Z)d% = d(T1X) G(TLX)d(TLX) = dX’ (T£G(TLx)TL)drx:.
On en déduit les identités
G(X) =T G(TLX)T, et G(Z)=G(TX)=T;, 'GX)T; "

On remplage maintenant X par % dans (3.2.25), et on utilise la relation G(%) = G(T.X) = T, 'G(X)T;*
ci-dessus. En faisant usage des relations évidentes

O 0 0 a0

X~ toz 0% b oax
et de Z = LXL', on en déduit les égalités

Ay = Abxp ={detG(2)}1? {862’}/ {{det G(Z)}l/Q(;(z)—laaz}

0

= {det G(TpX)}~1/? L’)x

] Tt {{det G(TLDC)}I/2G(TLX)‘1T£1£C}

= {det Ty }{det G(X)}/? {a?x] Tt

X {{detTL}l{detG(DC)}l/2TLG(X)1T£T’—1 0 }

L ax
= {detG(X)}~'/? fo] {{detG(DC)}l/QG(DC)laa}:A}, (3.2.27)

ce qu’il fallait démontrer.O0
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Remarque 3.2.3. Dans la démonstration du lemme 3.2.3, la matrice L € G£(m,R) intervenant dans I'identité
Z = LXL' est supposée constante, au sens qu’elle ne dépend pas de X. Ceci implique que la matrice T,
intervenant dans l'identité Z = T X est constante, et donc que dZ = T1dX. Le lemme suivant donne une
version du lemme 8.3 permettant de traiter le cas plus général on Z = V(Z) dépend de X = V(X) par une
relation non linéaire.

Lemme 3.2.4. Supposons que Z1 € R™ soit une fonction de X =V (X) dont la différentielle dZy = T1dX soit
définie par une matrice (n x n) Ty = T1(X) réguliére. Supposons de plus que Zq = [‘d Oé]/, YeR" 1, aeRY,
et notons d% = [dY dB] = [dY R(a)da], ot R = R(a) est une matrice (q x q) réguliére. Notons enfin par
T =T(X) la matrice (n x n) réguliére définie par dZ = T'(dX), de sorte que

-} 2 n

Supposons enfin qu’un puisse définir une matrice (n x n) symétriqgue G(Y) par Uidentité
G) =T""'GX)T,
ou, de maniere équivalente
(ds)? = dX'G(X)dX = dZ'G(Y)d%. (3.2.28)
Alors, lopérateur différentiel

A% = {det G(X)} /2 {a@c]/ {{detG )}1/QG(X)‘1£C} ,

est identique a

A% = A% = {det G(Y)} /2 [;}z] {{det G(Y)}/2G(Y)~ ;Z} (3.2.29)

Preuve. La démonstration est essentiellement identique a celle du lemme 3.2.3, en remplagant 77, par 1. Nous
en omettons les détails. On observera dans 1’énoncé de ce lemme la subtilité que la variable Z (par 'intermédiaire
de sa composante ) n’est pas nécessairement définie, alors que d% et % ont un sens. On peut, en effet, avoir
affaire ici a des différentielles dB qui ne sont pas nécessairement des différentielles totales. O

Nous allons maintenant montrer que l'opérateur de Laplace-Beltrami A%, défini en (3.2.25), est lié par une
relation simple a 'opérateur Ax, défini en (3.2.10). Ceci est établi dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Soit X > 0 une matrice symétrique (m x m) définie positive, de valeurs propres yi,...,Ym.-
Alors, pour toute fonction h(yi,...,Ym) de Y1,...,Ym, admettant des dérivées partielles d’ordre 2, on a
m—3 0
Ax(h) = JAx——F— ) u (h)
2 =1 8yl
_ Zy Z Z Z _m=3 iyii (). (3.2.30)
= Vi o le—yay 2 = Oui

Preuve. Nous commencons par mettre X sous la forme X = HY H', ou H € O,,, désigne une matrice orthogo-
nale, et Y = diag(y1, - .., Ym) désigne la matrice diagonale des valeurs propres de X. Nous remplagons ensuite,
dans la définition (3.2.18) de (ds)?, dX par

dX=dH-Y -H +H-dY -H +H .Y -dH',
puis, respectivement, H’ X 'H par Y !, et H' - dX - H par

H-dX-H = H'{dH-Y-H +H-dY -H +H-Y-dH'}H
= dO-Y -Y -dO +dy,
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out dO©, est définie par I'une ou lautre des expressions d® = H' - dH ou d© = —dH' - H, ce qui est justifié

l'identité d(H'H) = dI = Q. On obtient ainsi que

(ds)? tr (X*ldx : X*ldX)
= tr({H'X—lH}{H’ dX - HY{H' X *H}{H' - dX - H}})
= tr({Y—ld@ Y —dO+ Y Y HY'de Y — do + Y-ldY})

- tr(r1 Ay YL dY) _ 2tr(d®-Y’1 4o - Y) +2tr(d@ : d@).

(3.2.31)

Remarquons que la matrice d© = [db; ;| définie par d© = H' - dH = —dH' - H vérifie d®' = —d©, et est donc

antisymétrique, c’est a dire telle que db; ; = —db;; pour 1 < i < j < m, et df;; = 0 pour 1 < i < m. Cette
remarque, jointe au fait que Y = diag(y1, . .., ym) permet d’établir les formules
m
d
tr(Y—l dy YL dY) = ¥ ( y;> :
Yi

.
Il

MS“

tr(de.Y*l.d@-Y) -

1 g:1 1<i<j<m Yi

Z Z (d; ;)*.

15=1 1<i<j<m

7

I
Ms

tr(d@ : d@)

.
Il

Ces formules permet de réécrire sous forme explicite (3.2.31) pour obtenir

i dyz Z (y ) (d6‘ )

i=1 1<i<j<m Yilj
La comparaison de (3.2.32) avec I'expression de (ds)? qu’on obtient & partir de (3.2.28), soit

(ds)> = [dY d0'] G(Y) {fg]

ou
Y=[y1 ... ya],

les différentielles dY et df étant définies par

Y = [dyp - dya)]’,
d9 = [db1s - dbr, dbos - do o dBpim]

montre que G(Y) ne dépend que de Y, et est donnée par

1 1 2(y1 —y2)? 2(y1 — Y )? 2(Yrm—1 — Ym )?
G(Y) = diag e s (Y1 — v2) N (Y1 — ym) . (Ym—1— Ym) '
Y1 Ym Y1y2 Yi1Ym Ym—1Ym

i& (i) =— {y—i'—i—%}(dai’j)z

(3.2.32)

(3.2.33)

(3.2.34)
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On applique maintenant le lemme 3.2.4, qui permet d’écrire, compte tenu de (3.2.32), (3.2.33) et (3.2.34),

A = {detGX)}2 [;x]'{{dem e ]

_ {detg(y)}‘”z<5’) [{detg( Y)}1/2g(y)~! (‘;%ﬂ
_ ZylaZJrZZ m23§yi08yi

Y i=1 j=1 y 8y
J#i
1 Yiyj 9?
+r Y (3.2.35)
4 1<i<j<m (yi — yj) aai,j

Compte tenu de (3.2.10), on a donc

m—3 o 1 Vil 02
Ay = Ay TSN vy 9 2.
X Y 5 Yig— o, +1 Z (i — v7)? 002, (3.2.36)

i=1 1<i<j§m

Rappelons que X = HY H' et que Y ne dépend pas de 6. Il s’ensuit que h(yi,...,ym) fonction des valeurs
propres de Y ne dépend pas de 6. On a donc

ce qui permet de conclure.]

Le résultat suivant est une conséquence facile du théoreme 8.1 et de la proposition 3.2.5.

Théoréme 3.2.2. Pour tout entier k > 1, et pour toute matrice X, symétrique et (m x m), le polynéme zonal
Cw(X) associé a la m-partition k = (ki1,...,kn) de k est un vecteur propre de Uopérateur de Laplace-Beltrami
A%, et vérifie

AYCu(X) = {p + Sk(m + D}Cu(X), (3.2.37)
ot
m
pr=> ki(ki —1). (3.2.38)
i=1
Preuve. Comme, par définition, le polynéme zonal C,;(X) ne dépend que des valeurs propres yi, ..., ym de X,

on peut appliquer l'identité (3.2.30), qui s’écrit

A;(CN<X) = AXCH(X) + %(m - 3)EXC/1(X) = {pl-c + k(m - 1)}CK(X) + %(m - 3>EXCN<X)a

ou Ex désigne I'opérateur d’Fuler, défini, & partir des valeurs propres y1,...,ym de X par la relation
Ex = iyli (3.2.39)
= Oui
Comme, par définition, C,(X) est un polynome homogene de degré k de 1, ..., ym, on constate aisément que
ExCq(X) =kCy(X), (3.2.40)

ce qui permet de conclure.O]

Nous pouvons maintenant donner une définition, dont ’équivalence a la définition 8.6 découle d’une application
du théoréeme 8.2.
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Définition 3.2.5. Soit X une matrice symétrique (mxm), de valeurs propres yi, ..., ym. On appelle polynémes
zonauz associés a X les polynomes C(X) des variables y1, . .., Ym vérifiant les propriétés suivantes.

(7) Pour tout entier k > 0 et &k = (k1,...,km), m-partition de k, C(X) est un polynéme homogéne symétrique
de degré k en y1,...,Yym dont le monome de plus grand poids est yfl coykm

(i) Pour tout entier k > 0 et k = (k1,...,kn), m-partition de k, C.(X) est une fonction propre, associée
la valeur propre p, + %kz(m + 1), de lopérateur différentiel A%, ou p, et A% sont définis respectivement par
(3.2.38) et (3.2.37).

(791) Pour tout entier k > 0, on a l’identité

X =t = Y CulX), (3:2.41)
K € Pm (k)

ot K varie dans 'ensemble Py, (k) de toutes les m-partitions de k.

Le théoreme 8.3 ci-dessous est d’une importance capitale dans les applications des polynomes zonaux. Il justifie
par lui-méme I'intérét de faire intervenir 'opérateur de Laplace-Beltrami A%, introduit dans la définition 8.7.
Le caractere invariant (établi dans les lemmes 8.3 et 8.4) de cet opérateur par la transformation

X = LXL, VLeSL(mR),

est, bien entendu, la propriété essentielle qui va étre utilisée. Quelques préliminaires seront utiles pour com-
prendre son énoncé et se démonstration. Nous admettrons sans démonstration que la constante p, définie en
(3.2.38) détermine uniquement la partition x de k > 1. Par ailleurs, nous admettrons la formule suivante, due a
Constantine, A.G. (1963). Some noncentral distribution problems in multivariate analysis. Ann. Math. Statist.
34 1270-1285. Celle-ci fournit la valeur de C,;(L,;,) lorsque la longueur L(x) de & est égale & p. Pour p = L(k) > 1,
ceci correspond au cas ot & = (k1,...,kp,0,...,0,...) comprend exactement p termes k; # 0,...,k, # 0 non
nuls. Lorsque k = O = (0,0,...), la longueur de  est p = L(x) = L(Q) = 0. Sous 'hypothese que p = L(k), on
a ainsi

[T @ki—2k;—i+))
1<i<j<p
p
[k +p— i)

=1

C(In) = 22%E!(1m), (3.2.42)

Dans cette formule, on utilise le symbole de Pochhammer multivarié défini, pour toute m-partition k = (k1, ko, . ..)
de k > 0, de longueur p = L(k) < m, par

T(a+k;—2(i—1))
{ F(Z—;(;—l)) }

{F(a+/€i—%(i—1))}

(a), = (a—%(i—l))ki =

(a-

—

(i-1)

1
'mﬁ .‘1:3

SIS

I
'm"ﬁ

i=1 ki I'(a— %(z —-1))
- 1;[1 (a-36-D) - 1;[1 {F(;(J;k_ é_(;(_z 1_))1)) } (3.2.43)

ou (a)y = ala+1)...(a+k—1) =T(a+ k)/T(a) et (a)o = 1. Rappelons la définition (1.2.1) et 'expression

développée (1.2.4) de la fonction gamma multivariée. On a, pour re(a) > 1(m — 1),

Im(a) = /A Oetr(—%Z_lA)(det A=t (A) = g DA T] Da - 56— 1).
>

i=1
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On pose, dans le méme esprit, pour k = (k1, ..., k), m-partition de k,

Dyfai) = 2D r(a k- (- 1)). (3.2.44)

i=1
de sorte que (3.2.43) peut étre réécrit sous la forme

Fm(a; H)

(a)x = Toola)

(3.2.45)

On remarquera que les définitions (3.2.43) et (3.2.45) de (a), lorsque k € P, ne dépendent pas du choix de
m > p = L(k).

Remarque 3.2.4. Compte tenu de la proposition 8.5, il est possible d’étendre la définition des polyndmes
zonaux Cy(X), considérés comme polynomes des valeurs propres des matrices (m x m) symétriques X, au cas
de matrices (m x m) carrées quelconques. Dans ce qui suit, on adoptera donc cette définition généralisée. Le
cas suivant illustre 'intérét de cette extension.

Lemme 3.2.5. Si X est une matrice (m x m) symétrique et si Y est une matrice (m x m) symétrique positive,
alors, les valeurs propres de XY et de X'/2Y X/2 sont identiques, et, pour toute m-partition r de k > 0,

Cu(XY) = C (X Y2y X1/2), (3.2.46)

Preuve. On sait que les valeurs propres de CD et DC sont indentiques pour deux matrices carrées C et D
quelconques (voir le corollaire 1.2). Les valeurs propres de X 12X12y = XY et de X2V X'/2? sont donc
égales. La définition de X'/2 est rendue possible par 'hypothése que X > 0. La conclusion (3.2.46) est alors
une conséquence directe de la proposition 8.5, jointe au fait que Cy(Z) n’est fonction que des valeurs propres
de Z. On observera ici que X'/2Y X1/2 est symétrique, alors que XY ne l’est pas nécessairement.0]

Théoréme 3.2.3. Soit X7 > 0 une matrice (m x m) définie positive, et Xo une matrice symétrique (m x m).
Alors, on a l’égalité

Cr(X71)Ck(X2)
Cr(In) '
Preuve. Tout d’abord, on observera que la matrice X1 HXoH' n’est, en général, pas symétrique. La définition

de C.(X1HXoH') dans (3.2.47) est toutefois justifiée grace & la remarque 8.4, et au lemme 8.5 qui montrent
que

/ Cro(Xy HXoH')(dH) = (3.2.47)
Om

Co(X1HXoH') = C.(X{PHX,H' X'/?).

Désignons par f,(X2) la valeur du deuxieme membre de (3.2.47), considéré comme fonction de X5. Compte tenu
du fait que la mesure (dH) est invariante sur O,,, on constate que f.(X3) = f.(PX2P’) pour toute matrice
orthogonale P € O,,. Ceci implique que f,(X2) ne dépend de X5 que par l'intermédiaire des valeurs propres
Y1, - - -, Ym de cette matrice. Il est alors aisé de constater que f,(X3) ne peut étre qu'un polynéme homogene et
symétrique de degré k de y1, ..., Ym-

Supposons maintenant que X soit définie positive. On peut alors appliquer 'opérateur A%, de Laplace-Beltrami
a la fonction f,(X2), pour obtenir
A%, fe(X2) = / A%, Co(X1HX,H')(dH)
Om

- / A%, Co(X{PHX,H'X %) (dH)
O’VTL

= / A%, Co(LX,L')(dH),
Onl
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ot nous avons posé L = XV/2H et fait usage de (3.2.46). Par application des lemmes 8.3 et 8.4, on voit que
A%, = Al x, - Par conséquent, on déduit de (1.4.10), (3.2.37), et (3.2.38) que

A, [x(X2) = /O A}, Co(LX2L')(dH),

= {p.+1 km+1}/ w(LX2L)(dH),

= {ps+ zk(m+1)} fu(Xa).

Ceci implique que fi(X2) = AC,(X2) pour un coefficient de proportionnalité A convenable. Il suffit donc
d’évaluer )\ en prenant la valeur particuliere Xo = I,,,, qui fournit f,(I,,) = C,(X1), et donc A = C(X1)/Cr (1),
d’otu la conclusion. Le fait que ce résultat subsiste pour X5 symétrique arbitraire peut étre déduit de la propo-
sition 8.5.0

Le lemme technique suivant sera particulierement utile.

Lemme 3.2.6. Soit Y = diag(y1,...,Ym) et soit X = [xzj] > 0 une matrice définie positive (m x m). On pose

11 . T1p

Xl—[acu],Xg_{xu m},...,XT_ o X, =X (3.2.48)
To1 T2 : ‘
Tr1 cee Tpp
Alors, pour toute m-partition k = (ki,...,kn) dek >0, on a
Co(XY) =dytt .. ykm H(det X, )fr=kei1 4 (termes d’ordre ou de poids inférieur), (3.2.49)

r=1
ot l'on pose km+1 =0 et ot dy; désigne le coefficient du terme de plus haut poids de Cy(-).
Preuve. Omise.O

Le théoreme suivant, qui sera fort utile par la suite, est de démonstration plus délicate. Rappelons la notation
(2.1.2), définissant Re(A) = [Re(a;;)] et Im(A) = [Im(a;;)] comme matrices composées des parties réelle et
imaginaire des éléments de la matrice A = [a;;].

Théoreme 3.2.4. Soit Y une matrice (m x m) symétrique et positive, et Z une matrice symétrique (m x m)

a coefficients complezes telle que Re(Z) > 0. Alors, pour tout a € C vérifiant Re(a) > 3(m — 1), on a

/ otr(—X Z)(det X)~ (M D20, (XY)(dX) = (a)xTon(@)Cia(Y). (3.2.50)
X>0

Preuve. Omise.O

3.3 Fonctions hypergéométriques matricielles

Définition 3.3.1. Soit X une matrice symétrique (m x m). On définit la fonction hypergéométrique matricielle
de premiére espéce d’ordre p,q > 0 associée a X et aux réels ai,...,ap,b1,...,by par la relation

pFy(ar, .. ap;bi, ..., b Z Z (ay)r C"]gf()7 (3.3.1)

k=0 KEP, (k) (b‘J)“

ot la sommation est effectuée lorsque k = (k1,...,kn) avec ky > ... > ky, > 0 parcourt l’ensemble Py, (k) des
m-partitions de k = ki +...+ k. Ici, C(X) désigne le polynome zonal associé a k et X, et (a), est le symbole
de Pochhammer multivarié, défini (cf. (3.2.43)) par

(@) = ﬁ (a —Li- 1))k pour &= (ki, ... km). (3.3.2)

i=1
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L’exemple le plus simple de fonction hypergémétrique matricielle est obtenu pour p = ¢ = 0. On obtient alors,
par (3.2.11),

(e} 0 r k
oB(X) =3 | C“;,X )} -3 (]f I _ ete (). (3.3.3)
k=0 k€ Pm(k) ’ k=0 )

En utilisant les mémes conventions que dans la définition ci-dessus, on peut introduire, de méme, les fonctions
hypergéométriques matricielles de seconde espece.

Définition 3.3.2. Soient X et Y deux matrices symétriques (m x m). On définit la fonction hypergéométrique

matricielle de deuziéme espéce d’ordre p,q > 0 associée a X,Y et aux réels ai,...,ap,b1,...,by par la relation
> Cu(X)C(Y)
F(m)(a1 oo apiby, .. b X) _ Z Z (al)n (ap)n K K <3.3.4)
ptq ) sy Upy ) y» Vg ] 9
P S (1) .- (bg)  K!Ck(Ly)
ot la sommation est effectuée sur toutes les m-partitions k = (k1,...,kn) avec kv > ... > kyy > 0 de k =
ki+ ...+ k‘m.

Les résultats suivants seront tres utiles par la suite.

Théoréme 3.3.1. Soit Z une matrice complexe (m x m) vérifiant Re(Z) > 0 et Y une matrice symétrique
rélle (m x m). Alors, pour Re(a) > (m —1)/2, et, ou bien p < q, ou bien p=gq et ||Z71|| <1,

/ etr(=X Z)(det X)*~"FV/2 E (ay,.. . ap;by,. .., by X)(dX)
X>0
=T(a)(det Z)™ pi1Fy(ar, oy ap;br, ... by Z71). (3.3.5)

De méme, pour Re(a) > (m —1)/2, et, ou bien p < q, oubienp=gq, |Z7'|| <1 et |Y] <1,

/ etr(—X Z)(det X)* /2 FM (qy L apib, .. gy X, Y)(dX)
X>0

=To(a)(det 2)™" p1 F\™ (an, ... ap;by, ... bg; Z71,Y), (3.3.6)
Preuve. Omise.O

Théoréme 3.3.2. Soit X une matrice (m X n) avec m > n. Si H est une matrice orthogonale (n x n), on pose
H= [Hl HQ], ot Hy € Vy est (n X m) et Hy € Vy_pypy est (n X (n —m)). Alors

/ etr(XHy)(dH) = oF1(3n; X X). (3.3.7)
O,
Preuve. Remarquons tout d’abord que l'intégrale

U(X) = /O etr(X Hy)(dH)

n

est telle que, pour toute matrice (n x n) orthogonale K|
U(X)=T(XK).

En effet, le changement de variable H € O,,, — L € O,,, défini par H = KL pour K € O,, fixée, transforme
(dH) en (dL). En posant L = [L1 Ls]|, on voit que H; = KLy, de sorte que

W(X) = /O ete(XKLy)(dL) = U(XK),

m
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Par la proposition 1.5, X’ se factorise sous la forme X’ = H1T ou H = [7—[1 ’Hg} est une matrice (n X n)
orthogonale, et T, une matrice (m x m), triangulaire supérieure a diagonale positive, et solution de I’équation
T'T = XX'. Comme ¥(X) = ¥(XK) pour toute matrice K € O,,, nécessairement, ¥(X) est fonction de T et
donc de X X’. Pour établir (3.3.7), on se rameéne au cas ou rg(X) = m, de sorte que la matrice (m x m) X'X
est définie positive. Dans ce cas, (3.3.7) est équivalent & I'identité des fonctions g; et go définies comme suit.

g1 (X'X) = det(X X")(nmm=1)/2 / etr(X Hy)(dH)
On
= go(X'X) = det(X X" V/20 7y (Ln; 1X X7). (3.3.8)

Nous allons établir (3.3.8) en montrant que les transformées de Laplace des fonctions g1 et g sont identiques.
Ceci revient a établir que

31(2) = /X . G (X X")etr(—XX'Z)(d{XX'})
= 3(2)= /X . g2 (X X" etr(—X X' Z)(d{ X X'}). (3.3.9)

Considérons tout d’abord §;(Z). Posons X' = H1T et A=T'T, o0 H = [7—[1 7—[2] est une matrice orthogonale
(nxn), Hi € Vi n, et T une matrice (m x m), triangulaire supérieure & diagonale positive. Comme, par (1.1.7),

(d{XX'}) = (dA) = QmHtm dT), (3.3.10)
par (1.3.4),
Ht" dT)(HydH), (3.3.11)
et par (1.4.1),
/ (7—L’d7{)—M (3.3.12)
vm,,n ! ' Fm(%n) ’ o
on a m
2 [t (dA) (H dHy ) = 27 det(A) D2 (dA) (HydHy ) = (dX),
i=1
et donc

(dA)(H)dH,) = 2™ det(A)~(—m=D/2(gX).

Comme A = X X', on constate donc que

~ L350 ~
a(z) = e 9(2)(Had#a)
2 m / K1 €Vm,n

_ Iuen) A AZ)(dA)(H,d
- om mn/2 gl( )etr(— )( )(Hl Hl)
m Hi € Vmon J A>0

T, (%
_ Lnlgn) / g1(A) etr(—AZ)2™det(A)~ "= D/2(4X)
XeMum

2m7rmn/2
In(in)
- Inlan / / ctr(X Hy — AZ)(dX)(dH)
XeMumJHEO,

= Fﬂfff? /H Eon{ /X v etr(XHl—XX’Z)(dX)}(dH).
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Fixons maintenant la matrice Z, et supposons que celle-ci soit réelle, symétrique, et définie positive. Fixons
également Hi, et effectuons le changement de variable

Y = 2V2X Lz = 272 (2K - Lhy).
De toute évidence, comme Z = Z’ et H{Hy =1,
YY' = Z-1/2( 1H1)<X 7 — )2—1/2
27V (ZXX'Z ~ SHIX'Z — YH\ZX + SHIH,) 2712,
En prenant la trace des deux membres de cette relation, on obtient que
tr(YY') = tr (XX'Z - XHl) + tr(%Z‘l),
ce qui nous permet d’écrire, le jacobien du changement de variable donnant

(dY) = det(ZYH"(dX) < (dX)=det(Z2)""/3(dY),

/ etr(XHy — XX'Z)(dX) = (det Z)""etr(3271) / etr(=YY’)(dY).
X EMp.m Y EMp,m

On vérifie aisément que si Y = [yij] est une matrice (m x n), alors

/ etr(=YY7)(dY) HH{/ exp(—y?)dyi; | = 72,
YEMn,m,

i=1j=1
On en déduit donc que
a(2) = F’"(lﬂ) x (det Z) ™" 2etr(LZ71) x nmn/?
= Dp(in)(det 2) " 2etr(1271). (3.3.13)

11 nous reste a faire usege de(3.3.5) pour constater que

92(%)

/ g2(A)etr(—AZ)(dA) = / (det A)"=m=D/2etr(—AZ) o F1(3n; LA)(dA)
A>0 A>0

= Dp(in)(det 2)™"2 1Fi(3n; in; 2)
= TIy(3n)(det 2)~ "/Qetr(iZ_l).

Ceci établit que ¢1(Z) = g2(Z) pour toute matrice (m x m) symétrique Z réelle et définie positive. L’identité
pour Z quelconque vérifiant Re(Z) > 0 s’obtient par prolongement analytique. Ceci impliquant que g; = g2, on
a ainsi montré (3.3.7).0

3.4 Loi de Wishart non centrée

La loi de Wishart non centrée a été étudiée pour la premiere fois de maniere systématique par Anderson, G.A.
(1946). The noncentral Wishart distribution and certain problems of multivariate analysis. Ann. Math. Statist.
17 409-431. L’expression développée de sa densité a I'aide de polyndmes zonaux est due & James, A.T. (1961).
The distribution of noncentral means with known covariance. Ann. Math. Statist. 32 874-882, et Constantine,
A.G. (1963). Some noncentral distribution problems in multivariate analysis. Ann. Math. Statist. 34 1270-1285.
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Définition 3.4.1. Soit Z < Ny (M, 1, ®X) une matrice aléatoire (nxm), suivant une loi normale matricielle,
avec n > m et X > 0. Alors la loi de A = Z'Z est appellée loi de Wishart matricielle a n degrés de liberté
associée a la matrice de variances-covariances ¥ et au paramétre de décentrement Q = L~'M'M. On désigne

cette loi par A < Wi (n, 2, ).

Remarque 3.4.1. Posons

Z 1
7 = et M= :
Zy, i,
Sous les hypotheses de la définition 3.4.1, les vecteurs aléatoires Z1, ..., Z, sont indépendants et tels que

ZiiNm(ui,E) pour i=1,...,n.
On a alors, dans la définition 3.4.1,
n n n
A=27=3 27 LW, (n , 5! Z,W;) et Q=S"'M'M =53 .
i=1 i=1 i=1
Nous commencons par le plus simple, le calcul de la fonction caractéristique de A L Wi (n, X, Q). Celle-ci nous
montrera au passage la propriété non évidente et implicitement admise dans la définition ci-dessus que £(A) ne

dépend, pour m > 1, n > 1 et ¥ > 0 donnés, que de la matrice (m x m) Q = S~ M'M.

Théoréme 3.4.1. Si A < Win(n, X, Q), alors, la fonction caractéristique de A est donnée, en fonction de O,
matrice symétrique (m x m), par

—n/2 -1
#(0) = E(etr(i@A)) = det (Hm - 21@2) etr( - %Q) etr(%ﬂ{ﬂm - 21@2} ) (3.4.1)
Preuve. Soit 7 = Ny (M, 1, ® ). Par définition, A = Z'Z 4 Win(n, 2, Q). Posons Z' = [Z1 Zn},
et M' = E(Z) = [,ul ,un]. Les vecteurs aléatoires Z1,...,Z, sont indépendants, de lois respectives

Z; = Ny (4, X), pour ¢ = 1,...,n. Par conséquent,
$(0) = E(etr(i0A)) = ]E(etr(i@ 3 zz-zg)) - HIE(exp(iZ{@Zi)). (3.4.2)
i=1 i=1
On effectue maintenant le changement de variable Z; = El/zHYi, ouY; 4 Ny (vi, L), v = lefl/gui, pour

i=1,...,n, et ou H désigne une matrice (m x m) orthogonale que l'on précisera par la suite. On obtient alors
que, pour 1 < i < m fixé,

]E( exp(izgezi)) - E( exp (iYi’H’{Zl/Q@Zl/z}HYi)) . (3.4.3)

Pour toute matrice © symétrique fizée, £1/20X1/? est une matrice symétrique, et on peut donc choisir une
matrice orthogonale H, telle que la matrice

H' {208V VH = diag(A1, ..., Am), (3.4.4)

soit diagonale. Posons
Yi 2%
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On déduit de ce qui précede que

E(exp(iyZH/{EIMGEl/Q}HY) ﬁ (exp 1)\,€Y,“)) (3.4.5)
k=1

. . d .1 . .
Fixons ¢ = 1,...,n. Comme Y; = Ny, (v;,1,), les v.a. Y1 4,...,Y,,; sont indépendantes, de lois respectives

données par Yy ; 4 N(vgi,1) pour 1 < k < m. On déduit de (4.2.9) que, pour k = 1,...,m, Y,f7 4 X3 (W7 )
Par conséquent, pour k= 1,...,m,

i\pv2
o v2 ) = (1 912 ey (R ki
E(eXp (lAkYk,i)> (1—2i\) xp (1 — 2i/\k)

2 o
B oy v1/2 Vk,i(21>‘k —1+1)
= (120 e ( 2(1 — 2in) )

2
Vici

= =2 e (= B e (5 )

En combinant (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.5) & ce dernier résultat, on obtient que

m

N|—=

:{ﬁ 1—21Ak1/2}x{ﬁﬁexp(— u,%)i)}x{ﬁﬁe (%)} (3.4.6)

i=1k=1 i=1k=1 i=1k=1

Nous évaluons successivement chacun des termes de ce produit. Tout d’abord, faisant usage de I'identité (2.6.11)
qui stipule que det(I + CD) = det(I+ DC), on constate aisément par (3.4.4) que

TTTT@ - 2i0)"2 = det(L, — 21H'{S/2052}H) /2 = det(I,, — 210%) /2. (3.4.7)
i=1 k=1

Ensuite, comme

[Too(=52.) = e (=53 02) =exp(—bvim) = exp (= LS VHE'SV2p)
k=1

exp ( - %uéE’lui) = etr( - gE”mué),

on constate que

ﬁ ﬁ exp ( — %V%z) = etr( iyt Z_Zluzuz) = etr( E_lM’M) = etr( — %Q) (3.4.8)

i=1k=1



3.4. LOI DE WISHART NON CENTREE 175

Pour le dernier terme de (3.4.6), on fait usage de Iégalité v; = H’E’l/zpj pour écrire que

If[lexp (2(1V%Z,\k)) — exp (%ug{ﬂm — 2idiag(\y, .. ., Am)}fluj)

p;-E_l/QH{]Im — 2idiag(Mi, . .., Am)}le’z—l/Quj)
— exp u;.{zl/?H(I[m — 2idiag(\, .. .7>\m)> H’21/2}_1uj)
u;{zmH(I{m - 2¢H'{21/2®21/2}H)H’21/2}_1ﬂj)
u;{zm (11 - 21{21/2@21/2})21/2}71%)
u;{z(z—l - zi@)z}fluj)

— exp (5,1;.2*1 (2*1 - 22‘@)_12*1%)

- etr(%zfluju;{ (2*1 - 2@@)2}_1)

- etr(%Z_luj,u;{]Im - 2@@2}71).

Comme
M =EZ)=[m ... pl,

on en déduit que
n m ij B 1 . n , ) —1
T e (grgmy) = (3> Xt —20} )

1 —1
etr(iE_lM’M{Hm _ 2@@2} )

1 . -1
etr(iQ{Hm - 21@2} ) (3.4.9)
En combinant (3.4.6) (3.4.7) et (3.4.8) avec (3.4.9), on conclut que
—n/2 1 -1
— _ 9, _ 1 - _ 9
$(©) = det (Hm 21@2) etr( 29) etr(2Q{]Im 2@@2} )
ce qu’il fallait démontrer.O0

Théoreme 3.4.2. Lorsque A 4 W (n,3,) avec n > m et ¥ > 0, la densité de A existe et est donnée par la
formule

1 1
A — 2—mn/2 3 —n/2 i e | A (n—m—1)/2
f(A) T (det %) etr( 5 )(det )
X etr( — %Q) oF1 (%n, %QZ_IA). (3.4.10)

Preuve. Par le (3.4.14), la densité de Z est donnée par
1
F(Z) = (2m)"™2(det £)""/2 etr( — 5572 - M) (2~ M))
1 1
= (2m)"™2(det ¥)""/? etr( - 5zflz’z)etr( - 5z*lM’M) etr(zflM’Z)

1 1
= (2m)"™2(det £)""/? etr( - 52*12'Z)etr( - §Q>etr(2*1M'Z).
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Posons maintenant Z = H,T, ou H = [Hl Hg] est une matrice (n x n) orthogonale, Hy € Vy, n, Ha € Vi s
et T' une matrice (m x m), triangulaire supérieure a diagonale positive. Ce changement de variable fournit un
élément différentiel de la forme (voir (1.3.4))

(dz) =[]t (dT) (H{dHy). (3.4.11)
=1
De plus, compte tenu de (1.1.7), on peut écrire
(d{T'T}) = 2™ Htm HdT) e (dT)=2"™ Ht—mﬂ Ya{r'T}); (3.4.12)

de sorte que, en combinant (3.4.11), (3.4.12), et la remarque que A =Z'Z =T'T,

( _ —mth i—m+i—1 d{T/T})(H{dHl)

= 2° mHt” immA =TT (HL dHy )

= 27 ’”{det 7'y =m=V/2(g{T'TV)(H|dH,)
27 ™ {det A} =V/2(dA)(H!dH,).

On a donc la densité jointe de A = Z'Z et Hy € Vy, p, Obtenue par l'identité
1 1
f@)dZ) = (2r)"™2(det £)~"/2 etr( - 5z—lA)etr( - fQ)etr<Z_1M’H1T> (dZ)
1
— — mn/2 n/2 (n—m—1)/2 -1 -
27™(2m)” (det X)™"™/“ {det A} etr( 2 A) etr( 29) (dA)
x etr(Z*lM’HlT) (H!dH;)
= f(A, Hy)(dA)(H{dH;).
On en déduit que la densité cherchée de A est donnée par la formule
1 1
FA) = 27™(2m)™2(det )"/ {det A}P—m—1)/2 etr( - 52*114) etr( - 59) (dA)

x / etr(z—lM’HlT) (H|dH).
Hl Evm n

Pour évaluer cette derniére intégrale, nous nous servons d’un cas particulier de (1.5.1) que nous réécrivons ci-
dessous par commodité, avec les dimensions qui correspondent au probleme qui nous intéresse. On a, en général,
pour une fonction f(H;, Hs) intégrable sur O,,,

/H_[H }eo f(Hy, Hs)(H'dH)

= / {/ f(Hl,GK)(K’dK)}(HidHl). (3.4.13)
Hi €V KeOn_m

Comme, par ailleurs, on a, par (1.4.1),

2n7m7.r(mfn)2/2

/K €0 m (K'dK) = Con(L(n—m))’ (3.4.14)
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On peut écrire

/ etr (EflM’HlT) (H!dH;)
H; Eme,

Fn—m(%(n*m)) , . ,
T Ton—mpg(n—m)?/2 {/Keonm(K dK)}/HleVWn etr(z MHlT)(HldHl)

T, lip —

_ Lomlgln—m)) / / etr(S~'M'H\T)(K'dK) 3 (H{dH,)
on—mg(n—m)2/2 Hy €Vmon KeOn_m
Fn—’rn(%(n - m)) /
on—mp(n—m)2/2 e [H1 HQ] co,

etr(X'M'H\T)(H'dH).

11 est maintenant commode de faire intervenir la mesure de Haar invariante (dH) sur le groupe orthogonal O,,.
Compte tenu de (1.4.8), que nous écrivons sous la forme

]_"n(ln) 2nﬂ.n2/2
dH) = —2" (H'dH dH) = = (H'dH), 3.4.15
Doom(bn—m))y ¢ 22
-1 / / _ n—m\3g
I G I et e [P =y

x/ etr(ST'MH\T)(dH).
H=[H, H,] €0,
On se sert maintenant de (1.2.4), que nous réécrivons par commodité,

T(a) = 705 ﬁr(a - %(i - 1)), (3.4.16)
=1

Ly (3 (n—m)) onn’/2 Lp(3n)
Fn(%n) on—mpg(n—m)?/2 omgpmn/2

{WW;”"“ (3 —m—i 4 1)n Hz’ilr(é(n—wl))}
- n(n—1)

T I T (S - i+ 1))
n?/2
SEIE e ——
{ q(n—m)?/2mn/2 }

Ceci mene a la relation

pour vérifier que

m(m—1)

2mﬂ.mn/2

etr (X 'M'H\T ) (H|dH,) = ———
/I'Il € Vim.n ( ) ' Fm(%n)

/ etr(X"'M'H\T)(dH).
HeO,

Par (3.3.7), on montre ensuite que
zmﬂ.mn/Q

Fm(%n)

Qmﬂmn/2 Qmﬁmn/Z

= R iTQxiT) = ———Fi(ini0x1A),

Fm(%n) 0 1(2” 1 ) T (1n) 0 1(2 1 )

2
avec A=T'T et Q = X" M'M, ce qui établit finalement (3.4.10).0

2m7.rmn/2

Fm(%n)

/ etr(S7'M'H,T)(dH) = o1 (3n; 1TSS M METITY)
HeO,
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3.5 Propriétés de la loi de Wishart non centrée

Soit X £ Ny.a(M, I, ® ¥) une variable normale matricielle associée & une matrice ¥ > 0, d x d, définie positive.
Par convention, M = E(X), et I, ® ¥ = Var(Vec(X)), ou
X4 7 Xi
X = , M=EX)= Do, Vee(X) = :
X5 78 Xn

Lidentité en loi X < Nya(M, I, ® ) est équivalente au fait que les vecteurs colonnes de X' dans R¢ sont
indépendants, de lois respectives X 4 Ng(p1,2), ..., Xy 4 Ny(pen, X). Par la définition 3.4.1,

A=XN =3 XX L Wy(n, B,0) £ Wy(n, 8,57 MM), (3.5.17)

i=1

suit une loi de Wishart non centrée, de parametre de décentrement = X~'M’M. On notera que le parametre
de décentrement €2 est une matrice d x d. Cette matrice n’est, en général, pas symétrique. Elle n’est pas non
plus une matrice d X d quelconque, puisque définie comme le produit des deux matrices ¥ > 0 et M'M > 0. En
particulier, elle est telle que, si

31
M= : ,
N/
alors, on a ’équivalence
tr(Q) = tr(ME M) = Zu;E_lu =0 & p=...=p, =04
i=1

La relation M = Q,, 4 est donc équivalente a l'égalité Q2 = Qg4 4. Lorsque cette propriété est vérifiée, i.e., lorsque
Q = 04,4, la loi de Wishart correspondante devient la loi de Wishart centrée usuelle, ce qui se traduit par
Iidentité en loi

Wa(n, S, 0p.q) £ Wa(n,S).

Remarque 3.5.2. On notera que la loi de Wishart centrée peut étre définie pour une matrice 3 > 0, pas
nécessairement définie positive. Par contre, la définition qur nous avons adoptée pour la loi de Wishart non

centrée A2 Wa(n, X, Q), requiert que 3 > 0 soit définie positive. Cette condition est nécessaire pour donner un
sens a Q). Il est, bien entendu, possible d’étendre la notion de loi de Wishart non centrée a toutes les expressions

de la forme A :== X'X, lorsque X 4 Ny a(M, L, ® X), et pour une matrice de variances-covariances ¥ > 0 pas
nécessairement définie positive. Le paramétrage de la loi de A devient alors un peu plus délicat. Le fait que X > 0
n’est pas définie positive est équivalent a la condition que les les vecteurs composants de (X —M)' prennent leurs
valeurs dans F, ou F C R? est un sous-espace vectoriel de RY (caractérisé par X), de dimension inférieure a
d. La difficulté vient alors du fait que les vecteurs composants de M = E(X') ne prennent pas nécessairement
leurs valeurs dans F.

Proposition 3.5.1. Lorsque d =1, ¥ = [02], et Q = [0], la loi de Wishart Wy(n,o?,0) se raméne a une loi
du x? non centrée, par la formule

Wi(n,o2,8) £ o>x2(6). (3.5.18)
Preuve. La loi de Wishart W1 (n,02,d) est la loi de X?+...+ X2, ou les variables aléatoires X; 4 N(oV9d,0?%),
et Xy 4 4 X, 4 N(0,0?), sont indépendantes. On peut alors poser X; = oV;, pour i = 1,...,n. Ces
relations impliquent que X2 + ... + X2 = o2(Y2 + ... + Y2), ot Y1 £ N(V5,1), et Yo £ ... £ v, £ N(0,1),

sont indépendantes. Par conséquent, on a bien Y2 + ...+ Y2 £ y2(8), et donc, (3.5.18).0
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Proposition 3.5.2. L’espérance de A 4 Wa(n, 2, Q) est donnée par

E(A) = nX + M'M = nX + XQ. (3.5.19)
Preuve. Soit X < NpaM, I, ®%). Onaalors Y=X-M 4 Np,da(0pq,1, @ X). Posons alors
Yy

v

4

La propriété Y =X — M 4 Ny.a(On g, 1, ® X) est équivalente au fait que Y3 4 . Y, 4 Ng(0g41,%). On en

déduit que

B(YY) = 3 BXY) = s,

i=1

On écrit ensuite que A = X'X 2 Wa(n, 3, 271M'M) < Wa(n, %, Q), avec Q = X7 IM'M. On en déduit que

ny E(Y'Y) =E(X — M) (X —=M)) = E(X'X) — E(X'M) — E(M'X) + MM

E(A) — M'M = E(A) — X0,

d’ou la conclusion (3.5.19).0

Les propositions qui suivent sont des conséquences plus ou moins directes des théoremes 3.4.2 et 3.4.1, dont

nous rappelons les conclusions. Sous I’hypothese que ¥ > 0, lorsque n < d, la matrice A £ Wa(n, X, Q) n'est

pas de plein rang. Par contre, c’est le cas pour tout n > d, et, par le théoreme 3.4.2, la matrice aléatoire, d X d,

A a alors une densité sur I'espace des matrices d x d définies positives. Cette densité est donnée, pour A > 0,

par , ,

—dn/2 —n/2
£(4) = 2 F(delt Y)
a(zn)

(det A)%_%etr(—%Z_lA)etr(—%Q)oFl(%n; 10571A4). (3.5.20)

Par le théoreme 3.4.1, la fonction caractéristique de A 4 Wi(n,3,) est donnée, pour toute matrice d x d
symétrique ©, par
$(0) = E(etr(i40) = det(I; — 2i0%) "/ Zetr(—1Q)etr (3Q(I; — 210%) 1) . (3.5.21)

On obtient alors les propositions suivantes.

Proposition 3.5.3. Si A; £ Walni, 2,Q;), i=1,...,m sont des matrices de Wishart indépendantes, alors,

i A LWy (i ni, 3, i Q) . (3.5.22)
i=1 i=1 i=1

Preuve. La fonction caractéristique de S := Z:il A; est égale au produit des fonctions caractéristiques de A;,
soit, par (3.5.21),

650) = [[¢a©=T] {det(]ld — 210%) ™/ 2etr(— 10, Jetr (A0 (I, — 21@2)—1)}
=1 =1
— det (]Id - 21@2) ey (; > Q) etr (; {Z Q} (I — 21@2)1> :
=1 i=1

ce qui implique (3.5.22), puisque la fonction caractéristique ci-dessus est celle d’une loi de Wishart, et du fait
que cette fonction caractéristique détermine completement la loi de S.0
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Proposition 3.5.4. Si X 4 Npa ML, %), et A=X'X 4 Wa(n, %, Q), avec @ = 7 M'M, et si P est une
matrice m X d de rang m < d, alors,

PAP' = X'XP' £ W,,(n, PSP, (PSP) "'\ PM'MP') £ W,.(n, PSP, (PSP ' PEQP). (3.5.23)

Preuve. On remarquera que, sous les hypotheses de la proposition 3.5.4,

X\ P’

xP' =| : | 2LN,,.(MP,L,®PLP).

X P
La conclusion (3.5.23) est donc une conséquence directe de (3.5.17), aprés y avoir remplacé X par PX P’ et M,
par MP'.0
Corollaire 3.5.1. Si A< Wy(n,%,Q), et si a € RY £ Oy, alors

o' Ao 4, (a’ZQa)

o' Aa "\ oYXa

Preuve. On applique la proposition 3.5.4 au cas ot P = &', avec m = 1. On déduit alors de (3.5.23) que

a’ZQa)

A 4 SNo. — ="
o' Ao =W, (n,a a’a’EQa

ce qui implique le résultat, par (3.5.18).0

Le théoreme suivant généralise la décomposition de Bartlett aux lois de Wishart non centrées.

Théoréme 3.5.3. Soient X; 4 Na(p1,1a), ..., Xn 4 Ny(pn,1y), des vecteurs indépendants, tels que
M6

0
i = pour 1=1,...,n.

Alors, pour tout n > d, on a lidentité

n tLl - tLd
ALw, <n,H,Zum§> =TT ou T= Do ,
=1 0 ... tqa
est une matrice triangulaire a diagonale t;; > 0 positive, pour j = 1,...,d, telle que tous lest; ;, 1 <1 < j<d

soient indépendants, avec les lois
d - - d d
B1EXA0), 0= mimi=Y s ti;=xe i 2<i<d; tj=N(0,1), 1<j<i<d
i=1 i=1

Preuve. Posons, dans 'expression (3.5.20) de la densité de A, ¥ =14, et

6 ... 0
Q =diag(6,0,...,0)=| : .. | =MM,

avec
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avec m € R” et § = m’m. Observons que

6 ... 0 a1l ... QA1d (50,1’1 §al,d
1oy—14_ | - . . . . . _ 1
A= : . : =1 : . : )
0 ... 0 aql ... Qdd 0 0
a, comme valeurs propres, y; = iéal,l, et yo = ... =yq = 0, la valeur propre 0 étant, ici, de multiplicité d — 1.
Considérons alors un polynéme zonal Cy, (12X ' 4), de degré |k| = k, et associé a la d-partition xk = (ki,...,dy)
dek =k +...+kq,avec ky > ... > kq > 0. Les monomes de ce polynéme, engendrés par des termes de la forme
CrivraY1t - ..ygd, avec vy > ... > rq > 0, sont nuls, chaque fois qu’il existe deux indices distincts r; > 1 et
r; > 1,1 <1< j <ddans la partition r = (rq,...,7q) de k = |r|. La seule partition r possible qui n’annule pas
ce monome est donc kg := (k,0,...,0). Comme elle est de poids maximal, elle ne peut figurer que dans le seul

polynéme zonal Clappa,- Maintenant, observons qu’il existe un coeflicient A # 0, tel que, pour toute matrice Z
de valeurs propres 21, ..., 24,

Co(Z) = M2F + ...+ 2%) 4 termes de poids inférieur.

Comme, par ailleurs,

Z Co(Z) = (tr Z)F,

|i|=k
le coefficient A est nécessairement égal & 1, puisque les termes 2¥ + ... + zfj sont affectés de ce coefficient dans
le développement de (tr Z), et du fait que ces derniers n’apparaissent pas dans les polynémes C, de poids
inférieur. On en déduit que C’,@(%QE’lA) =0, sauf si k = (k,0,...,0), de sorte que

_ E
CNO(%QZ 1A) = (i5a1,1>
Par (3.3.2), la forme spécifique de kg := (k,0,...,0) = (k1,..., kq) implique que, pour tout a,
d
@ =[[(a-3G-1) =@k
i=1 ‘

La fonction hypergéométrique matricielle de la formule (3.5.20) se réduit alors & une loi hypergéométrique

univariée, grace aux identités
Cu(395714) &K1 Ck (3Q871A)

oAl o) = g 3 P rh(h
Ko

k=0 |k|=k (%n)ﬁ k=0 2"

* 1 (L5ay,)"
= ZWZQFl(%n;i5a1,1).

Compte tenu de ces relations, la densité (3.5.20) de A peut étre réécrite sous la forme

2—dn/2 w_
f4) = e (det A)>

Réalisons maintenant le changement de variable A = T'T, ot T' = [t; ;] est une matrice trianglulaire supérieure
a diagonale positive. On a la formule de changement de variables (1.1.7)

d+1

2 etr (—%A)exp( 6) OFl( ;i5a1,1)~

[dA] = 2dth ITaT).
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Compte tenu de la formule (1.2.4), on a les identités

d d
(d=1)
Loy =n"1 [[F(r—3G-1), detA=]]e,, w@=u@T)= Y £, a,=t,.
Jj=1 Jj=1 1<i<j<d
On en déduit la densité jointe de z; = t%)l, ey 24 = tfl’d et des t; ; pour 1 <i < j <d, qui est égale a
-1 d 1\ =g+l . 1\2
e 2l (5) 3 n—j+l_q g { (5)2 n_ 1 1 N
H e (¢ H Sy 4 e 2% o X zf e 2P0 F (in;107)
—j+1 J n 1 2% 4 ’
1<idj<a V2T j:2F(n ) r'(3)

expression dans laquelle on reconnait des lois indépendantes, N(0,1) pour les ¢;;, 1 < i < j < d, X%j 41 pour

les z; = 12

2,,2<j <d, et x3(0), avec § = m'm, pour z; = £ .0

Le théoreme suivant s’obtient par développement asymptotique de la densité de la loi de Wishart non centrée.
Son résultat sera admis.

Théoréme 3.5.4. On suppose que A 4 Wa(ny1,X) et B 4 Wa(ng, X,Q) sont deux matrices de Wishart

indépendantes. On pose
det A

" det(A+ B)

Alors, sous Uhypothése que d, ny et ) sont fixés, et que n; — 00, on a le développement asymptotique

A(ny + na, d,n2; Q)

]P’( —{n1 = L(d+na+ 1)} log A(ny + na, dma; Q) < 33) - P(Xfmz (tr(Q)) < x) (3.5.24)

1
T Ty L+ 4 DR,z () <o)

—((d+nz + 1)0(2) = 01(9) )P (x4 (0(92)) < 2) < )

~(tr Q)P (W, (t1(Q)) < 2) } +O(1/n3).

Remarque 3.5.3. En pratique, on se limite le plus souvent a l'une ou l'autre des relations suivantes, approxi-
mativement satisfaites, lorsque nqa — oo,

1
IP’(— {n—3(d+ns+1)}logA(ny +ns,d,ng; Q) < P( x5, (trQ)) < x) +0 (n> ,
1

IP’( —nlog A(ny + ne,d,ne; Q) < x) = ]P)(Xinz (trQ)) < x) +o(1).



Chapitre 4

Applications statistiques du modele
linéaire multivarié.

4.1 Analyse du modele linéaire multivarié classique.

4.1.1 Le modele linéaire univarié classique.
A. Généralités.

Le modele linéaire univarié classique (ou standard) est décrit par la relation

X1
X=1| : | =46+e< N, (46,0%L,), (4.1.1)
XTL

ot A est une matrice (n X p) connue, de plein rang de colonnes, vérifiant donc rg(A) = p < n, @ € R? un
parametre vectoriel inconnu, et ¢2 > 0 une variance inconnue. Le "vecteur d’erreurs” € € R” suit une loi

’ N d N
normale centrée de parameétres € = N,,(Q,,, 0I,,). Dans ce modele, les composantes X1, ..., X,, du ”vecteur de

données” X € R™ suivent des lois normales indépendantes de méme variance 2.

Les estimations du maximum de vraisemblance 6 et 52 de 0 et o2 sont alors mutuellement indépendantes, et
données par

0= (AA)TTAXNLN, (0,02(AA)Y) et 2= l{(x —ABY (X — A@)} 4
n

2,2
g anp

- (4.1.2)

Remarque 4.1.1. 1°) Le fait que 0 et 52 sont les estimateurs du mazimum de vraisemblance de 0 et 62 sera
établi plus loin (voir la démonstration du théoréme 4.1.1), dans le contexte, plus général, du modele linéaire
multivarié classique.

2°) Il y a coincidence entre l'estimateur linéaire sans biais & variance minimale [ELSBVM] et ’estimateur du
mazimum de vraisemblance pour 0. Tous deux sont donnés par 6. En particulier, dans ce modéle,

AB est la projection orthogonale (relativement au produit scalaire usuel (u,v); = v'v de R™) de X sur le
sous-espace vectoriel F = {A0 : 8 € RP} de R";

X—Af = (I-A(A’A)~LA"X est la projection orthogonale (relativement au produit scalaire usuel {(u,v); = u'v
de R™) de X sur le sous-espace vectoriel F*, orthogonal a F dans R™.

Compte tenu de ces propriétés, AB et X— AB sont indépendants, et orthogonauz (relativement au produit scalaire
usuel (u,v); = u'v de R™) dans R"™. On en déduit ’indépendance de 6 et 52.

183
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3°) On notera les expressions alternatives suivantes & la définition (4.1.2) de 52. On a, de par l’orthogonalité
de AO et X — A0,

52 n*l{x':x . (A@)’(A@)} — ol (]In - A(A’A)*lA’>9C
- n—l{x/:x — (AB)(AB —X + :x>} - n—l{:x’:x - E/A':x}. (4.1.3)

B. Test de ’hypothése que 0 = 6.
Soit By € RP un vecteur donné. Nous désirons tester I’hypothese
(H.0) 6=20,,

contre 'alternative générale
(H.1) 0 € R?,

Pour cela, on utilise le fait que la statistique

~ —~ d 1

(8- 00) (A A4)(B — 00) £ X2 (=5 (6 — 60)'(A'4)(0 - 0y)).
est indépendante de 52. On utilise alors la statistique

8= {02} 000 (42)®-6)) £ Fpnes( 25 (60— 0, (4'4)(60 - 00)).

On rejette (H.0) lorsque 8 excede la quantile supérieure d’ordre o, désignée par Fy.p, n—p, de la loi de Fisher
F, n—p. La puissance 1 — 8 du test basé sur 8 s’évalue par la formule

1= 5= (B (55 0 00/ (400~ 00)) = Funy ).

C. Test de ’hypotheése que C0 = Q,.

Soit C' une matrice (r x p), connue et de rang r < p. Nous désirons tester 'hypothese

(H.0) co=0,,
contre l'alternative générale
(H.1) Co cR".

Pour cela, considérons, dans I'espace R? ou 6 prend ses valeurs, les deux sous-espaces vectoriels suivants de R? :
G={aeRr:Ca=0,};
Gt ={(AA)C'B:BeR"}={DB:B€R"},ou D= (AA)"1C".
On constate que les sous-espaces vectoriels G et G, de R?, de dimensions respectives dim G = p—r et dim G+ = r,
sont orthogonaux relativement au produit scalaire (u,v)4 4 = u/(A’A)v dans R, et de somme directe égale a

RP. La projection orthogonale (relativement au produit scalaire (u,v)a 4 = w'(A’A)v) de 0 sur G+ est alors
donnée par

)
\

)
I

D(D’(A’A)D) T D(AA)e
= (AT (WA TV AN (AA)TCY (AP

-1
- (A’A)—lc’(C(A’A)—lc’) e,
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et la projection orthogonale (relativement au produit scalaire (u,v) a4 = u/(A’A)v) de 0 sur G est donnée par
2 ~ (A “1
9 = 6- {9 - 0} - {11 —(AA) (C(A’A)‘10’> 0}0.

Comme, par (4.1.2), [ N, (0,0%(A’A)~1), les statistiques 0 ct O — 0 sont indépendantes (comme projections
de 6 sur des sous-espaces orthogonaux, relativement au produit scalaire (u,v)a,4 = w'(A’A)v). De plus, on a
I’identité en loi

(- 5)’A’A(§ - 5) = Go(caic) T oA A (A A (A A (caarne) e,
= o (C(A’A)—lc’) e KN (% o'c’ (C(A’A)—lc’) _100).

Cette derniere statistique sur une loi du 022 centrée sous I’hypothese (H.0) que CO = Q,.. De plus, elle est

indépendante de ng? < o2 Xa_p- Le test du rapport de vraisemblance de rejette donc (H.0) pour des valeurs de

la statistique

n—pla -1~

T — { b }0’0’ (C(A’A)—lc') o,
rno

dépassant un niveau critique. Pour un test de seuil o € (0,1) (le seuil est la probabilité que le test rejette (H.0)

alors que cette hypothese est vraie), on rejette (H.0) lorsque I excede la quantile supérieure d’ordre «, désignée

par Fu.rn—p, de la loi de Fisher F.,,_,. En effet, d'une maniere générale, on a I'identité en loi

rno2

N =D\ 5 PR S n 4 i// FTEE A
:rf{ }ec (C(AA) C’) cefﬂ,n_p(g2 0'C (C(AA) C) ce).
La puissance 1 — 8 du test basé sur J s’évalue par la formule
1 . -1
1—-8=P (Fmp(a2 o'C'(C(aa)yic) co) = Famp) .

Exemple 4.1.1. Un exemple simple est fourni par un échantillon Xi, ..., X,, de la loi normale N (u,o?). Dans
ce cas, on peut poser p =1,
1 Lo
A:]I'HL: . , 0:[#], oz[ﬁ]’ 'ZZ:X:%X;XZ7 82:
1 =

g
=
|
B

n

En choisissant dans les formules précédentes p =1, r =1et C = [ 1 ], on teste I’hypothese (H.0) p = 0, contre
Ihypothese alternative, (H.1) que pu € R est quelconque, en observant que

_1 _1’\2 2
R fiiut g GRS (el I N S
no? o2 ’ o2

On rejette donc (H.0) au seuil « lorsque

T > Fa;r,nfp'

La puissance 1 — 3 du test correspondant s’évalue par la formule

n 2
1-p=P (Fl,n—l (;é) > Fa;l,n—l) .
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4.1.2 Le modele linéaire multivarié classique.
A. Généralités.

Le modele multivarié classique se présente comme une extension naturelle du modele décrit au §4.1.1, a partir
de la relation

X=| : | =40+ELN,4(40.1, 0 %), (4.1.4)

ou

AEM,, et O@c M,y

L’hypothese que X 4 Ny.q (A6, 1, ® ¥) implique, dans ce modele, que X7, ..., X, sont des vecteurs aléatoires
normaux indépendants de R?, de méme matrice de variances-covariances ¥ > 0. Il est, parfois commode, de
noter les vecteurs colonnes de la matrice aléatoire (n x d) d’observations X, les vecteurs colonnes de la matrice
(p x d) de parametres O, et les vecteurs colonnes de la "matrice d’erreurs” (p x d), €, respectivement, par

DC:[DCl Xd], @:[01 Bd] et 82[61 Gd].

Dans ce modele, A désigne une matrice (n x p) connue, de plein rang de colonnes, de sorte que rg(A) =p < n. La
matrice (p x d), notée @ € M, 4, est un parametre matriciel inconnu. Enfin, la matrice de variances covariances
(d x d) commune aux vecteurs aléatoires indépendants X1, ..., X,, € R? est notée ¥ > 0 est est supposée définie
positive, et inconnue. Sous ces hypotheses, la "matrice d’erreurs” € € M,, 4 suit une loi normale matricielle

centrée, de parametres & 4 Ny da(Op q,1, @ 3). Ceci signifie que cette matrice est de la forme

&
&= : ,
!
sn
ou €1,...,&, sont des vecteurs aléatoires indépendants de méme loi Ng(Qy, X). On retrouve le modele linéaire

univarié du §4.1.1 pour d=1et ¥ = [ o? ]

B. Estimation par le maximum de vraisemblance.

Théoréme 4.1.1. Sous ’hypothése que X 4 Nya(AB,L,®3%), avec trg A =p, ¥ > 0, et n > d+p, les
estimateurs du maximum de vraisemblance, @ et ¥, de @ et ¥ sont donnés par

O = (AA)'AX, (4.1.5)
et 1 1
£ o= (X A48)(X-48)= X (]1,, -~ A(A’A)—lA’)x. (4.1.6)

Preuve. Tout d’abord, on peut appliquer (3.4.14), pour écrire que la densité de X 4 Np.a(AO,1, ® ¥) est
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donnée par
fx) = (2m)79/2(det z)*"/Qetr( —Lx—A@)n ' (x - A@)’)
= (2m)"9/2(det E)_"/Qetr( ~ Lx— A@)N ! (x — AB)
~1(A0 - 40)271 (40 - AB)
+1(40 — AO)S 1 (x — AB)' + L(x — AB)%N"1(4AO — A@)’)
= (2m)"9/2(det z)—"/%tr( — 1nl(x— AB)' (x — AO)
—iy"l@-0)yAA®e -0)
1IN HA (x— AB)Y (O — @) + 1x (O - B){A'(x — A@)}). (4.1.7)
Observons, maintenant, par (4.1.5), que
A(X —AO) = A'X — AAAA)TAX = 0, 4.

En utilisant cette relation, apres avoir posé x = X dans la formule (4.1.7) ci-dessus, et en faisant usage de
la définition (4.1.6) de ¥ = n~1(X — A@®)'(X — A@), on en déduit que la vraisemblance des observations est
donnée par

L(O,%) = f(X)=(2m)9/?(det z)—"/%tr( —2n IS o 1@ - @) AAO - @))

—  (21) "2 (det z)—"/%m«( - %E_l{ni (O - O)AAO - é)}).
Observons que A’A est une matrice (d x d) inversible. Par conséquent, indépendamment de ¥ > 0, on a

sup  L(O,%) = L(O,3) = (2r)~%/2(det 2)*"/2etr( - gz*li).
@EMp,d

Une fois atteint cette étape, on utilise les mémes arguments que dans la démonstration du théoreme 2.1.2, pour
montrer que

sup L(@,E) = L((:)’ f}) = (27r)_d"/2(det i)—n/Qe—dn/Q'
£>0

Nous rappelons ici cette démonstration. En utilisant les propriétés de la trace et du déterminant, on écrit
o _ —dn/2 S\—n/2 —1/253y2—1/2\n/2 —1/29y—1/2
L(©,%) = (21)~%/2(det )~/2(det {2~ /255 1/2)) /etr<— ny =125y )

On note alors Ay, ..., Ay les valeurs propres (positives) de la matrice définie positive Y125y -1/2 Ceci permet
d’écrire la relation

. d n/2
L(O,%) = (2r)~%/2(det £)™/2 exp 5 Z{/\j —log A}

Jj=1

Or, le maximum de la fonction ¢(A) = A —log A de A > 0 est égal & 1, et est atteint pour A = 1. Par conséquent,

le supremum de L(@, ¥) est atteint lorsque A\; = ... = A\g = 1, ce qui impose que yo2En-2 = I4, et donc,
pour ¥ = X. On en déduit que
sup L(O, %) = L(O, %) = (2r)~9/2(det £)~"/2e /2, (4.1.8)

>0
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On obtient ainsi que O et S sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de @ et de ¥. Il reste & vérifier
la deuxieme égalité de (4.1.6). Pour cela, on fait usage de (4.1.5), pour écrire

(X — ABY (X — AB) = X' (]In - A(A’A)‘lA’) (Hn - A(A’A)‘lA’)fx " (Hn - A(A’A)‘lA’)fx.
Ceci complete la démonstration du théoreme.O

Remarque 4.1.2. Le modele multivarié classique se ramene, pour le calcul de I’estimateur
e = [ 6, - 6y } en fonctionde X=1[X; -+ Xg ],

a une répétition de d fois le calcul du modele univarié, dans le cas d’une matrice de variances-covariances identité.
En effet, on a, pour j =1,...,d, R
0; = (A'A)tA'X;. (4.1.9)

On notera, au passage, que, dans ces formules, pour j =1,...,d,
5]- eRP et X; €R"
On notera, au passage, que
Xy X1

Var (Vec X) = Var | =X ®I, et Var(VecX')=Var| =0, (4.1.10)
X4 Xn

De ce fait, en général, X; et X, ne sont pas indépendants pour 1 < j # ¢ < d, puisque si ¥ = [ Ot ], alors
Cov(X;,Xy) = 0jL, pour 1 < j, ¢ <d.

Théoréme 4.1.2. Sous l’hypothése que X 4 Nna(ABO,L, @Y%), avecrg A =p, ¥ >0, et n > d+ p, les

~

estimateurs du mazrimum de vraisemblance, O et Y, de @ et X sont mutuellement indépendants, et de lois
respectives, données par

OLN,(O,(AA)®Y) et nSLWyln—pX). (4.1.11)

Preuve. Décomposons la matrice (p x n) A’ sous la forme

!

ay
A =
aj,
ol ay,...,a, sont des vecteurs de R"™. Notons que I'hypothese que A est de rang p implique que ces vecteurs
forment une famille libre. Soit H = [ hpy1 ... hy |, une matrice (n x (n — p)), composée de colonnes
hp+1,--.,hp, orthonormales dans R"™, telles que
al 0 ... 0
AH=| ¢ |[hpp1 - b ]=|: = 1| =0ppyp & HA=0, p,. (4.1.12)
a;, 0 ... 0
Observons ici que hy_yp, ..., h, forment une base orthonormale du sous-espace vectoriel F + de R™, orthogonal
au sous-espace J, de dimension p, engendré par ai,...,a,. La matrice H vérifie I'identité
o
H'H = : [ hpy1 oo hy | =Ty (4.1.13)

b
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On constate que tout vecteur de F+ s’écrit sous la forme
n Z1
Z hjz; = Hz ou z= e R"7P,

j=n-—p Znp

189

Maintenant, comme constaté au (4.1.9), pour tout j = 1,...,d, Aaj = A(A’A)"1AX; est la projection ortho-

gonale de X; sur F. En combinant cette propriété avec (4.1.13), on obtient l'identité
H(H'HY " 'H'X; = HH'X; = (11 - A(A’A)‘1A> X;.
On en déduit que
HH =1- A(AA)'A,
et, par (4.1.6),
X'HH'X =X/ (11 - A(A’A)—lA):x = n3.
Posons, maintenant
e ] [ @AtA _ . [ A)TtA
H—[Z}—[ o X =BXI, ou B= 1'% .
Rappelons la relation (4.1.10). Celle-ci montre que si X < Np.q(AO,1, ® ¥), alors
X1
E(X) =A@ et Var(X)= Var(Vec(X')) = Var | : =1,®%.
Xn
Maintenant, si B et C sont des matrices de constantes, de dimensions appropriées, on constate que
Y=BXC & Y =CX'B = VeY)=(BxC)Vec(X).
On en déduit, d’une part, en faisant usage de (4.1.12), que

=[5 o[ A8 ]2

et, d’autre part, en appliquant la relation (4.1.16), que
Vec(Y') = (B ®1L,,) Vec(X').
Cette derniere relation implique que

Var(Vec(Y')) = (B®1I,)Var(Vec(X'))(B'®1,)=(B®L,)(I,®X)(B' ®1,)
BB ' ®X.

Il reste a calculer

BB = { (A/fg,_lA/ } [ A(A'A)L H]= [ (8;2: (O;f;_t;f’ } .

On en déduit que

~

_ e g e (A'A)™" Opnyp
H - |: H'X :| = Nn,d <|: @n—p,d :| ) |: @n—p,p I[n—p ®X).

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

Ceci implique que @ < Npa(@,(AA)1 @ %) et Z = HX < Nyp—p,d(On—p.a;1n—p ® o) sont indépendants.

Compte tenu de la relation (4.1.15), on vérifie que
%% =n5 & Wa(n —p,2).

La démonstration du théoreme 4.1.2 est ainsi achevée.O
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4.1.3 Analyse de variance multivariée.
Nous nous plagons sous les hypotheses du §4.1.2. Nous supposons donc que
X1
X=1| : | =40+&LN,,(40,1,0Y),
X/
ou

AEM,, et O@c M,y

Nous supposons donnée une matrice C' € M,.,,, de plein rang de lignes, égal a rg C' = r. Notre but est de tester
I’hypothese

(H.0) CO =0,4,
contre l'alternative générale
(H.1) CO e M, .

Pour cela, nous calculons les quantités :

(4'4) A,
~ -1
@’c’{C(A’A)*lc’} co,

2]
A
B =nS =X'X - O AX.

Théoreme 4.1.3. Sous Uhypothése (H.0), les matrices A et B sont indépendantes, de lois respectives A 4
Wa(r,2,0) et B 4 Wa(n —p, %), ot

—1
0= 2—1@’0’{C(A’A)—1C'} co.
Le test du rapport de vraisemblance de (H.0) contre (H.1) rejette (H.0) pour les valeurs faibles de la statistique

B
A/ (=PE) — N —p+r,d,r)) = det((ic;jLB)'

On a la convergence en loi suivante, lorsque n — oo, p, r et d étant firés,
—{n —p+r—i(d+r+ 1)}logA(n —ptrdr) S Xar (tr Q).
On rejette donc (H.0) au seuil (asymptotique lorsque n — c0) « € (0,1) lorsque
—{n —p+r—i(d+r+ 1)}logA(n —p+rd,r)> X<21r;a-
La puissance du test correspondant est (asymptotiquement lorsque n — co) égale &

IP’(XZT (trQ) > X?lr;a)'
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4.2 Test d’homogénéité des moyennes (en cours de rédaction).

On suppose disposer de k échantillons indépendants de vecteurs aléatoires en dimension d. Ces échantillons sont

résumés par les k matrices
i)Cl S Mn1,d7 . ,DCk S Mn,wd,

qui sont telles que, pour ¢ =1,...,k,
X1
X; = gNm,d(]I@)Mi,Ini ® ;).
i i
Ceci est équivalent a supposer que, pour i = 1,...,k, les vecteurs

d
Xijiseoos Xy i = Na(pi, 2i),
sont indépendants et de méme loi.

On pose
k
n = E ng,
i=1

et,pour i =1,...,k,

1 1 _
;Z ;Z - X)X =X

La vraisemblance des observations est donnée par
k

L(py, .y i X1ye ey Dgp) = (27r)_”d/2etr( — % an{ log detX; + tr(E;l{ﬁi + (X — i) (X — ui)’) })

i=1
Cette vraisemblance est maximisée pour
wi=X;=u; pour i1=1,...,k,

indépendamment du choix de ¥1,..., Y. On obtient

L, i 1, S) = (27r)—nd/2etr( -1 f:n{ log det¥; + tr(E;lfi) })

i=1
La maximisation de cette derniére expression relativement a X1, . .., X4y montre que les estimateurs du maximum
de vraisemblance de ces quantités sont donnés par Xi,..., Y, de sorte que le maximum de la vraisemblance

soit égal a

k
L(ﬁla s 7ﬁk; il? LR ik) - (QW)ind/Qeind/z H(detiz)nl/2
i=1
Nous allons maintenant considérer des tests du rapport de vraisemblance pour trois types d’hypotheses, notées
(H.a), (H.b) et (H.c), contre lalternative.

(H.a) : 1 =...=pr (homogénéité des moyennes);
(H.b) : Y1 =...=% (homogénéité des variances-covariances)
(H.c): pr=...=pp et X3 =...=%; (homogénéité totale).

4.3 Test d’homogénéité des matrices de variances-covariances (en
cours de rédaction).
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Chapitre 5

Distributions Elliptiques et Sphériques
(en cours de rédaction).

Dans ce paragraphe, on supposera systématiquement que les vecteurs aléatoires considérés possedent des densités
relativement a la mesure de Lebesque.

Définition 5.0.1. Soient p € R™ et ¥ > 0 une matrice (m x m) définie positive.

1) Un vecteur aléatoire X € R™ est dit suivre une distribution elliptique de paramétres u et ¥. de para métres
weR™ et 2.

2) La distribution de X est dite sphérique si elle est elliptique de paramétres O et L.

Théoréme 5.0.1. Si X € R™ suit une distribution sphérique telle que P(X = Q) = 0, alors, si on pose
r(X) = [IX] = (X'X)Y? et T(X) = X[|7'X, (5.0.1)

T(X) est uniformément distribué sur la sphére unité S,, = {x € R™ : ||z|| = 1}. De plus, r(X) et T(X) sont
indépendants.

Preuve. Soit C' € R une partie borélienne de R telle que P(r € C) > 0, et considérons la mesure de probabilité

définie sur S,, par
ue(B) = B(T(X) € Blr € O),

ou B varie dans I’ensemble des parties boréliennes de S,,. Soit H une matrice orthogonale quelconque. Il est
clair que

T(HX) = |HX||'HX = | X[ HX = HT(X), et r(HX)=|HX| = ||X] = r(X)
ce qui, compte tenu de la Définition 4.5, montre que
puc(B) =P(T(X) € Blre C) =P(T(HX) € Blr(HX) € C) =P(T(X) € H 'B|r(X) € C) = uc(H 'B).

Cette propriété étant satisfaite indépendemment de H € O,,,, on constate ainsi que uc est une mesure invariante
par translation sur l'espace localement compact S,,, sur lequel opere le groupe orthogonal O,,. La mesure uc
coincide donc avec la loi uniforme sur &,,, indépendemment de C. On en déduit le résultat annoncé.Ol

Pour introduire le résultat suivant, nous rappellons les définitions des lois de Student et de Fisher.
Définition 5.0.2. Pour m > 2, si Xy,..., X,, sont des variables N(0,1) indépendantes, la variable
1 ML 2\ 1/2
Y = Xl/(m z; X ) (5.0.2)
=

193
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suit une loi de Student centrée t,,_1 a m — 1 degrés de liberté, et la variable

7= (1) (C=PY 503)

suit une loi de Fisher Fi ;1 4 k et m — k degrés de liberté.

Théoréme 5.0.2. Soit X € R™ un vecteur aléatoire, suivant une loi sphérique dans R™, et tel que P(X = Q) =
0, et soit a € R™ un vecteur constant tel que ||o|| = (o/a)/? = 1. Alors, si U = o/X/||X||, la variable aléatoire
(m —1)Y2U

Vi-U2

suit une loi de Student t,,—1 a m—1 degrés de liberté. De plus, si B est une matrice idempotente de rang k > 1,
la variable aléatoire

Z = (X'BX)/|IX|1%,
suit une loi de béta de paramétres ﬁ(%k, %(m —k)).

Preuve. Il suffit de vérifier que le résultat est vrai lorsque les coordonnées de X sont N (0, 1) indépendantes,
puis de constater, a ’aide du Théoreme 5.8, que la conclusion subsiste lorsque X suit une loi sphérique.O

5.0.1 Estimation des Coefficients de Corrélation.

li

Soit X = [X(1) - X(m)]l € R™ un vecteur aléatoire d’espérance p = E(X) = [ m] et de
matrice de covariance ¥ = E((X — p)(X —p)’ = [05,;]. On pose ainsi, pour 1 <4, j < m, 0; ; = Cov(X (i), X(j))
et 0? = 0;,; = Var(X(i)). Lorsque o; # 0 et o; # 0, le coefficient de corrélation entre les coordonnées X (i) et
X(j) de X est défini par

oij _ _ Cov(X(i), X(j))

0; 0j \/Var(X(i))Var(X(j)).
Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposerons que les coordonnées de X sont non dégénérées, c’est
a dire non constantes presque surement. Cette condition (sous réserve de supposer l'existence de moments
d’ordre 2 pour X(i)) est équivalente & o; # 0 pour i = 1,...,m. L’existence de p; ; est alors assurée pour tout
1 <1,5 <m. Le cas ou ¢ = j donne trivialement p; ; = 1.

Pij = Pji = (504)

On note

Yo=(pig)=1] + . i,
Pm,1 e 1
la matrice de corrélation de X.

Lemme 5.0.1. La matrice ¥, est symétrique et positive. De plus, 3, > 0 si et seulement si ¥ > 0. Pour tout
1<4,57 <m, on a linégalité —1 < p; ; <1, avec p; ; = £1 si et seulement si X (i) et X(j) sont liés par une
relation linéaire affine presque sirement.

Preuve. X, est la matrice de variances-covariances de diag(oy,...,00) ' X = [X(1)/o1 - X(m)/am]/,
d’out les deux premiéres propriétés. On déduit de celles-ci que, pour tout 1 < k < m, det [p;; : 1 <i,j < k] >0.
Pour k = 2, ceci implique que 1 — p? , > 0 avec égalité si et seulement si X (1) — 1 et X (2) — o sont liés par
une relation linéaire, et le résultat analogue pour p; ; lorsque 1 < i # j < m s’en déduit par permutation des
coordonnées. Enfin, pour 1 <i = j <m, p;; = p;; = 1, ce qui acheve la démonstration. O

Etant donné un échantillon X1, ..., Xy de taille N de X, on pose X = N~! Zf\;l X; = W(l) Y(m)},
n=N-—1et
A~ N — —
A=nS=NE=> (X; - X)(X; - X)". (5.0.5)
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On remarquera que 1 = X et 3 sont respectivement 1'espérance et la matrice de covariance de la distribution
empirique qui affecte une probabilité de 1/N a chacune des observations X7, ..., Xy de I’échantillon. Ceci im-

plique que S > 0, et, par conséquent, S = (n/(n — 1))§ > 0. La matrice 3 = [&i,j] est appellée matrice de
variances-covariances empirique de [’échantillon. On pose ainsi, pour 1 < 4,7 < m,

1 Y _ _ 1 < —
3m=jv§}XM®—X@ﬂXMﬂ—XUM m:3m=&ﬁ:ﬁ§]XMO—X@f-
k=1 k=1

Sous réserve que les variances empiriques 57 soient non-nulles pour 1 < 4 < m, on peut définir la matrice, notée

R des coefficients de corrélation empiriques, définis respectivement par

1 “ee 7’17m

Tm,l v 1

et, pour 1 <14,5 <m,

3 (X (8) = X (D) (Xi(4) ~ X()))
N N = N N e 2
(S (X)X ()2 2L (X () — X(5))2)

Tij = Pig =



